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Раздел 1: ЛИНЕЙНАЯ СТАТИКА 
Тест 1.1  Пространственная рама с упругими опорами под действием сосредоточенной 

силы 
 
Цель: Определение напряженно-деформированного состояния пространственной стержневой 

системы с упругими связями под действием сосредоточенной силы. 
 
Формулировка задачи: Определить вертикальное перемещение Z для узла сопряжения 

стержней AD и HD (точка D), горизонтальное перемещение и угол поворота точки А, а также крутящий 
и изгибающие моменты Mx, My,Mz для узлов закрепления пространственной системы (точки А, В). 

 
Описание расчетной схемы: Пространственная система состоит из четырех стержней. 

Горизонтальные стержни ортогонально лежат в параллельных горизонтальных плоскостях и 
соединены вертикальными стержнями, шарнирно сопрягаются между собой (точка Н). В опорных 
узлах пространственной системы (точки А, В) установлены жесткие связи по линейным и угловой 
степеням свободы в плоскости поперечного сечения и упругие связи по линейному и угловым 
степеням свободы из плоскости поперечного сечения. В узле сопряжения верхнего горизонтального и 
вертикального стержней (точка D) приложена вертикальная сосредоточенная сила F. 

 
Аналитическое решение: M. Laredo, Résistance des matériaux, Paris, Dunod, 1970, p. 165. 
 
Геометрия: 

 Длина горизонтальных стержней L = 2 м; 
 Длина вертикальных стержней 0.5L = 1 м; 
 Моменты инерции сечения Iy = Ix = I = 10-6 м4; 
 Полярный момент инерции (постоянная кручения) J = 2.0 x 10-6 м4; 
 Площадь сечения A = 0.001 м2. 

 
Характеристика материала:  

 Модуль упругости Е = 2.1 х 1011 Па; 
 Модуль сдвига G = 7.875 x 1010 Па. 

 
Граничные условия: 
В точке А: жесткие связи по направлениям степеней свободы uY (θY = 0), X и Z (uA = wA = 0); 

связи конечной жесткости по направлениям степеней свободы Y, uX, uZ: Ку = 52500 Н/м, Rx = Rz = 
52500 Нм/рад. 

В точке В: жесткие связи по направлениям степеней свободы uX (θX = 0), Y и Z (vB = wB = 0); 
связи конечной жесткости по направлениям степеней свободы X, uY, uZ: Кх = 52500 Н/м, Ry = Rz = 
52500 Нм/рад. 

В точке Н: шарнир. 
 
Нагрузки: 
Вертикальная сосредоточенная сила F=10000 Н, приложенная в точке D. 
 
Примечание: 
Для построения пространственной схемы (признак схемы 5) использованы КЭ 10 - 

универсальный пространственный стержневой КЭ. Связи конечной жесткости в т. А и В заданы 
при помощи КЭ 56 — одноузловой КЭ упругих связей. В точке Н стержня CH введен шарнир по 
направлениям степеней свободы uY, uX, uZ. 

Количество узлов: 5. Количество элементов:6. 
 



 ЛИРА-САПР. Верификационный отчет. Том II 5 

Результаты расчета: 
 

 
Расчетная и деформированная схемы с отображением типов КЭ 

 

 
Мозаика вертикальных перемещений вдоль глобальной оси Z (w) 
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Мозаика горизонтальных перемещений вдоль глобальной оси Y (v) 

 

 
Мозаика углов поворота вокруг глобальной оси Х (u) 
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Эпюра крутящих моментов Мх 

 

 
Эпюра изгибающих моментов Му 
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Эпюра изгибающих моментов Мz 

 
 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 

Точка Искомая величина Аналитическое 
решение 

Результаты 
расчета (ЛИРА-

САПР) 

Погрешность, 
% 

А Момент Мх, Нм 1562.5 1562.3 0.0128 
А Момент Му, Нм 8437.5 8438.2 0.0830 
А Момент Мz, Нм 3125.0 3124.6 0.0128 
B Момент Мх, Нм 1562.5 1562.5 0 
B Момент Му, Нм 8437.5 8437.1 0.0047 
B Момент Мz, Нм 3125.0 3125.0 0 
А Перемещение vA, м -0.029762 -0.029759 0.0010 
А Угол поворота θAX, рад 0.16071 0.16071 0 
D Перемещение wD, м -0.37004 -0.37005 0,0027 
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Тест 1.2  Плоская ферма 
 
Цель: Определение напряженно-деформированного состояния плоской фермы при силовом, 

температурном и кинематическом воздействиях. 
 
Формулировка задачи: Определить продольное усилие в опорном подкосе BD и вертикальное 

перемещение v в точке D. 
 
Описание расчетной схемы: Двухпролетная ферма нагружена двумя сосредоточенными 

силами FE и FF в узлах верхнего пояса, равномерно нагрета по всем поперечным сечениям ее 
элементов на величину ∆T и подвержена воздействию смещения ее опор на величины VA, VB и VC. 

 

 
 
Аналитическое решение: M. Laredo, Résistance des matériaux, Paris, Dunod, 1970, p. 579. 
 
Геометрия: 
Угол наклона опорной площадки в узле С к горизонту θ = 300; 
Площадь сечения стержней А1 = 1.41 x 10-3 м2; А2 = 2.82 x 10-3 м2. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости, Е = 2.1 х 1011 Па; 
Коэффициент температурного расширения α = 10-5 С-1. 
 
Граничные условия:  
В линейных и в нелинейных задачах связь по направлению заданного смещения не налагается. 

Т.к. все нагрузки приложены в одном загружении, то схема закреплена только в узле А от смещения 
вдоль глобальной оси Х (Х(uA) = 0). 

 
Нагрузки: 
Вынужденные смещения: VA = -0.02 м; VВ = -0.03 м; Vс = -0.015 м. 
Вертикальные сосредоточенные силы: FE = 150кН; FF = 100кН. 
Все стержни нагреты до температуры 1500С.  
 
Примечание: 
Задача решается в плоской постановке (признак схемы 1 – плоскость XOZ). Для построения 

схемы использованы КЭ 1 - КЭ плоской фермы. В узлах данного КЭ 2-е степени свободы – 
перемещения вдоль глобальных осей X и Z. Т.о. элементы фермы соединяются в узлах шарнирно. 

Для узла в т. С сформирована локальная система координат, в которой ось Х совпадает с 
направлением нагрузки заданной в этом узле.  

Количество узлов: 10. Количество элементов: 17. 
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Результаты расчета: 
 

 
Расчетная схема фермы с обозначенными типами жесткости 

 

 
Мозаика вертикальных перемещений v 

 

 
Мозаика продольных усилий в элементах фермы N 

 
 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Точка Искомая величина Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

BD Продольное усилие, Н 43633 43637 0.0092 
D Перемещение VD, м -0.01618 -0.016176 0.025 
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Тест 1.3  Балка с предварительно напряженной затяжкой 
 
Цель: Определение напряженно-деформированного состояния балки с затяжкой с учетом 

деформаций поперечного сдвига в балке. 
 
Формулировка задачи: Определить продольное усилие в затяжке СЕ, изгибающий момент М в 

балке в точке Н и вертикальное перемещение v (Z) в точке D. 
 
Описание расчетной схемы: Однопролетная балка с затяжкой, стянутой на величину 

смещения δ, загруженная равномерно распределенной нагрузкой q.  
 

 

 
Аналитическое решение: M. Laredo, Résistance des matériaux, Paris, Dunod, 1970, p. 77. 
 
Геометрия: 
Длина стержней а = 2 м; b = 4 м; l = 8 м; с = 0.6 м; d = 2.088 м; 
Площадь поперечного сечения балки AD, DF, FB: А=0.01516 м2, Аr = A/2.5 = А=0.006064 м2; 
Момент инерции балки I = 2.174 x 10-4 м4; 
Площадь поперечного сечения стержней AC, CE, EB: А1 = А2 = 4.5 x 10-3 м2;  
Площадь поперечного сечения стержней DC, FE: А3 = 3.48 x 10-3 м2. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 2.1 х 1011 Па; 
Модуль сдвига G = 0.4 x Е = 0.84 х 1011 Па. 
 
Граничные условия:  
В точках А и В заданы связи, запрещающие перемещение по вертикали вдоль глобальной оси Z 

(Z (vA,В = 0). В точке Н задана связь, запрещающая перемещение по горизонтали вдоль глобальной 
оси Х (X (uH) = 0). 

 
Нагрузки: 
Интенсивность равномерно-распределенной нагрузки q = 50000Н/м 
Величина смешения δ = 6.52х10-3м 
 
Примечание: 
Задача решается в плоской постановке (признак схемы 2 – плоскость XOZ). Для описания 

работы затяжки (стержни AC, CE, EB) и распорок (стержни DC, FE) использованы КЭ 1 - КЭ 
плоской фермы. Для описания работы балки (стержни AD, DF, FB) был использован КЭ 2 – КЭ 
плоской рамы (с учетом сдвига).   

Т.к. в узлах КЭ 1 две степени свободы – перемещения вдоль глобальных осей X и Z, то эти 
элементы соединяются в узлах шарнирно. 

Для задания нагрузки от вынужденного смещения стержень СЕ был разделен на 2 элемента 
с расшивкой узлов. Нагрузка была приложена к каждому из расшитых узлов. При этом величина 
вынужденного смещения каждого узла  δi = δ/2 = 3.26х10-3м. 

Количество узлов: 9. Количество элементов: 12. 
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Результаты расчета: 
 

 
Расчетная и деформированная схемы с обозначенными типами КЭ 

 

 
Мозаика продольных усилий N 

 

 
Эпюра изгибающих моментов М 
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Мозаика вертикальных перемещений v (Z) 

 
 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Точка Искомая величина Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) 

Погрешность, 
% 

СЕ Продольное 
усилие, Н 584584 584580 0.0000068 

Н Момент М, тм 49249.5 49252.9 0.000069 
D Перемещение vD, м -0.0005428 -0.0005433 0.00092 
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Тест 1.4  Прямоугольная консольная пластина под действием равномерно-
распределенной нагрузки 

 
Цель: Определение напряженно-деформированного состояния консольной пластины. 
 
Формулировка задачи: Определить вертикальное перемещение Z (w) свободного края 

пластины, а также изгибающий момент в заделке. 
 
Описание расчетной схемы: Консольная пластина, загруженная равномерно-распределенной 

нагрузкой q.  

 
 
Аналитическое решение: S. Timoshenko, Résistance des matériaux, t. 1, Paris, Librairie 

Polytechnique Ch. Béranger, 1949. 
 
Геометрия: 
Толщина пластины h = 0.005 м; 
Вылет консоли  l = 1 м; 
Относительная толщина пластины h/l=0.005; 
Ширина пластины  b = 0.1 м. 
 
Характеристика материала: 
Модуль упругости Е = 2.1 х 1011 Па;  
Коэффициент Пуассона ν = 0.3, ν = 0. 
 
Граничные условия:  
Связи у левой грани пластины (Х=0) по всем степеням свободы КЭ плиты (Z, uX, uY). 
 
Нагрузки:  
Равномерно-распределенная нагрузка по площади: q = 1700 Па. 
 
Примечание: 
Задача решается в плоской постановке (признак схемы 3 – плоскость YOX).  
Для построения схемы использованы КЭ 11 - прямоугольный КЭ плиты. КЭ 11 имеет 3 

степени свободы в узле – перемещение вдоль глобальной осеи Z и повороту вокруг глобальных 
осей uX и uY. 

При решении задачи были рассмотрены два варианта схемы. В первом варианте 
коэффициент Пуассона ν = 0.3, во втором –  ν = 0, т.е. отсутствуют поперечные деформации.  

Размер конечных элементов 0.01х0.01м.  
Количество узлов – 1111. Количество элементов – 1000. 
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Результаты расчета: 
 

 
Расчетная и деформированная схемы  

 

 
Мозаика вертикальных перемещений Z (w) при ν = 0.3 

 

 
Мозаика вертикальных перемещений Z (w) при ν = 0 
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Мозаика изгибающих моментов Мх при ν = 0.3 

 

 
Мозаика изгибающих моментов Мх при ν = 0 

 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Точка Искомая величина Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

Вариант 1 Вариант 2 Вариант 1 Вариант 2 

x = 1 Вертикальное 
перемещение, м -0.0973 -0.0959 -0.0973 1.46 0 

x = 0 Изгибающий момент, 
Н*м/м -850 -956.71 -842.38 12.55 0.896 

 
Изгибающий момент в заделке на единицу ширины пластины  был определен по формуле: 

M = -ql2/2 = -1700·12/2 = -850 Н·м/м 
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Тест 1.5  Круглая пластина, защемленная по контуру, под действием равномерно-
распределенной нагрузки 

 
Цель: Определение напряженно-деформированного состояния круглой пластины. 
 
Формулировка задачи: Определить вертикальное перемещение Z (w) центра пластины, а 

также изгибающие моменты в заделке. 
 
Описание расчетной схемы: Круглая пластина, защемленная по контуру, загруженная 

равномерно-распределенной нагрузкой q.  

 
 
Аналитическое решение: S. Timoshenko, Résistance des matériaux, t. 2, Paris, Librairie 

Polytechnique Ch. Béranger, 1949. 
 
Геометрия:  
Радиус пластины r = 1 м; 
Толщина h = 0.005 м; 
Относительная толщина пластины h/l=0.005. 
 
Характеристика материала: 
Модуль упругости Е = 2.1 х 1011 Па;  
Коэффициент Пуассона ν = 0.3. 
 
Граничные условия:  
Связи по наружному контуры пластины по всем степеням свободы КЭ плиты (Z, uX, uY). 
 
Нагрузки:  
Равномерно-распределенная нагрузка по площади: q = 1000 Па. 
 
Примечание: 
Задача решается в плоской постановке (признак схемы 3 – плоскость YOX).  
Для построения схемы использованы КЭ 19 - четырехугольный КЭ плиты и КЭ 12 – 

треугольный КЭ плиты. КЭ 12(19) имеет 3 степени свободы в узле – перемещение вдоль 
глобальной осеи Z и повороту вокруг глобальных осей uX и uY. 

При решении задачи были рассмотрены два варианта триангуляции схемы. В первом 
варианте принято 25  элементов по радиусу и 75 по длине окружности, во втором – 50 и 150 
соответственно. 

Местные оси пластин для результатов согласованны таким образом, что ось Y1 смотрит 
в центр окружности. 

Количество узлов: 1876, количество элементов: 1875 – для варианта 1. 
Количество узлов: 7501, количество элементов: 7500– для варианта 2. 
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Результаты расчета: 
 

 
Расчетная и деформированная схемы по варианту 1 (для наглядности показан фрагмент 

пластины) 
 

 
Мозаика вертикальных перемещений Z (w) по варианту 1 

 

 
Мозаика вертикальных перемещений Z (w) по варианту 2 
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Мозаика изгибающих моментов по окружным (тангенциальным) сечениям пластинки Mr (Мх) 

по варианту 1 
 

 
Мозаика изгибающих моментов по диаметральному сечению пластинки Mt (Мy)  

по варианту 1 
 

 
Мозаика изгибающих моментов по окружным (тангенциальным) сечениям пластинки Mr (Мх) 

по варианту 2 
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Мозаика изгибающих моментов по диаметральному сечению пластинки Mt (Мy)  

по варианту 2 
 

 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Точка Искомая 
величина 

Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

Вариант 1 Вариант 2 Вариант 1 Вариант 2 

Центр Перемещение w0, 
м -0.0065 -0.00648 -0.0065 0.003 0 

Край Изгибающий 
момент Mr, Н*м -125 -116 -121 7.2 3.2 

Край Изгибающий 
момент Mt, Н*м -37.5 -32.7 -35.1 12.8 6.4 

 
Изгибающие моменты в заделке пластины были определены по формулам: 

Mr = -qr2/8 = -1000·12/8 = -125 Н·м 
Mt = -vqr2/8 = -0.3·1000·12/8 = -37.5 Н·м 
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Тест 1.6  Цилиндр со свободными торцами под внутренним давлением 
 
Цель: Определение напряженно-деформированного состояния цилиндра со свободными 

торцами под внутренним давлением. 
 
Формулировка задачи: Определить напряжения в стенке цилиндра в меридиальном σ1 и 

окружном σ2 направлениях, а также меридиальные ∆у и радиальные перемещения ∆R.   
 
Описание расчетной схемы: Цилиндр свободный от закреплений под воздействием 

внутреннего равномерного давления q.  

 
Аналитическое решение: Warren C. Young, Richard G. Budynas. Roark’s Formulas for Stress and 

Strain. Seventh Edition. —New York: McGraw-Hill, 2002. 
 
Геометрия: 
Радиус цилиндра R = 1 м; 
Толщина стенки цилиндра t = 0.02 м; 
Высота цилиндра L = 4 м. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 2.1 х 1011 Па; 

Коэффициент Пуассона ν = 0.3. 
 
Граничные условия: 
Связи симметрии. 
 
Нагрузки: Внутреннее давление p = 10000 Па. 
 
Примечание: 
Задача решается в пространственной постановке (признак схемы 5). 
Для построения схемы использованы КЭ 44 - универсальный четырехугольный КЭ оболочки. 
При решении задачи были рассмотрены два варианта: мембранная теория оболочек 

(вариант 1) и общая теория оболочек (вариант 2). Работа цилиндрической оболочки в 
соответствии с мембранной теорией достигается путем наложения связей на все угловые 
перемещения во всех узлах расчетной схемы. 

Сетка конечных элементов разбита с шагом 80 элементов по высоте цилиндра и 120 по 
длине окружности (размер КЭ 0,05х0,0525м). 

В узлы схемы была введена локальная система координат (локальная ось Х2 смотрит из 
центра цилиндра). 

Количество узлов: 9720. Количество элементов: 9600. 

 
Расчетная схема (фрагмент) 
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Результаты расчета: 
 

 
Мозаика напряжений σ1 (Ny) по варианту 1 

 

 
Мозаика напряжений σ1 (Ny) по варианту 2 

 

 
Мозаика напряжений σ2 (Nх) по варианту 1 
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Мозаика напряжений σ2 (Nх) по варианту 2 

 

 
Мозаика меридиальных (вертикальных) перемещений ∆y (Z) по варианту 1 

 

 
Мозаика меридиальных (вертикальных) перемещений ∆y (Z)  по варианту 2 
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Мозаика радиальных перемещений ∆R (X – в локальной системе координат узла) по 

варианту 1 
 

 
Мозаика радиальных перемещений ∆R (X – в локальной системе координат узла) по 

варианту 2 
 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Точка Искомая 
величина 

Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

Вариант 1 Вариант 2 Вариант 1 Вариант 2 

Точка на 
поверхности 

σ1, Па 5 x 105 4.8891x105-:-
5.0385x105 4.9983x105 2.22-:-0.77 0.034 

σ2, Па 0 -5.0437-:-
4.3498 

-0.40448-:-
0.34421 - - 

∆R, м 2,38 x 10-6 2.298x10-6-:- 
2.404x10-6 

2.378x10-6-:- 
2.383x10-6 3.45-:-1.01 0.084-:-0.126 

∆y, м -2,86 x 10-6 -2.8596x10-6 -2.8596x10-6 0.014 0.014 
 
Т.к. при задании граничных условий применялись связи симметрии (закрепление по Z в середине 
высоты цилиндра), то величина вертикального перемещения ∆y в таблице увеличена в 2 раза. 
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Тест 1.7  Тор под внутренним давлением  
 
Цель: Определение напряженно-деформированного состояния тора под внутренним 

давлением. 
 
Формулировка задачи: Определить радиальные перемещения ∆R на внуртенней и внешней 

направляющих тора, а также напряжения σ11 и σ22 в его стенках. 
 
Описание расчетной схемы: Тор свободный от закреплений под воздействием внутреннего 

равномерного давления q.  

 
Аналитическое решение: R.J. Roark et W.C. Young, Formulas for stress and strain, 5e edition, 

New York, McGraw-Hill, 1975. 
 
Геометрия: 
Радиус образующей b = 1 м; 
Расстояние от центра вращения до центра образующей a = 2 м; 
Толщина стенки h = 0.02 м. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 2.1 х 1011 Па; 
Коэффициент Пуассона ν = 0.3. 
 
Граничные условия: 
Связи симметрии. 
 
Нагрузки: 
Равномерно-распределенная по площади p = 10000 Па. 
 
Примечание: 
Задача решается в пространственной постановке (признак схемы 5). 
Для построения схемы использованы КЭ 44 - универсальный четырехугольный КЭ оболочки. 
В расчетной схеме рассмотрен фрагмент тора (180°). Для учета отсеченной части были 

приложены связи симметрии. 
Количество узлов:7280. Количество элементов:7200 
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Результаты расчета: 

 
Расчетная и деформированная схемы 

 

 
Мозаика перемещений ∆R 

 

 
Мозаика напряжений σ11 (Ny) для фрагмента схемы 
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Мозаика напряжений σ22 (Nx) для фрагмента схемы 

 
 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Точка Искомая величина Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

∀r σ22, Па 2.5 x 105 2.494 x 105 0.240 

r = a - b 
σ11, Па 7.5 x 105 7.4919 x 105 0.108 

δr, м 1.19 x 10-7 1.1689 x 10-7 1.773 

r = a + b 
σ11, Па 4.17 x 105 4.1676 x 105 0.058 

δr, м 1.79 x 10-6 1.775 x 10-6 0.838 
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Тест 1.8  Цилиндрическая оболочка под собственным весом 
 
Цель: Определение напряженно-деформированного состояния цилиндрической оболочки под 

собственным весом. 
 
Формулировка задачи: Определить вертикальные перемещения середины свободной грани 

(точка В) оболочки. 
 
Описание расчетной схемы: Цилиндрическая оболочка, шарнирно опертая по торцевым 

(криволинейным) граням, загруженная нагрузкой от собственного веса.  

 
 
Аналитическое решение: K.Mallikarjuna, U.Shrinivasa A set of pathological tests to validate new 

finite elements. Sadhana, Vol. 26, Part 6, dezember 2001, P.549-589. 
 
Геометрия: 
Радиус кривизны оболочки R = 25м. Пролет оболочки L = 50м. 
Половина центрального угла дуги оболочки φ = 40°. Толщина оболочки h = 0.25м. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 4.32 х 108 Па. Коэффициент Пуассона ν = 0.01. 
 
Граничные условия: 
Вариант 1 
Для корректного задания связей симметрии были заданы локальные оси узлов 

(цилиндрическая система координат: ось Х2 – по радиусу, ось Z2 касательная к дуге AD, ось Y2 вдоль 
пролёта L. 

Шарнирно неподвижная опора по грани дуги AE – связи по направлениям степеней свободы X2, 
Z2, UY2 (u=0, w=0, θY = 0). 

Связи симметрии по линии ЕО - связи по Z2 и вокруг Y2. 
Связи симметрии по линии ВО - связи по Y2 и вокруг Z2. 
Вариант 2 
Рассматривается полная оболочка.  
Шарнирно неподвижная опора по грани дуги AD и с другого торца – X, Z, UY (u=0, w=0, θY = 0). 
 
Нагрузки: 
Собственный вес (q = 90 Н/м2). 
 
Примечание: 
Задача решается в пространственной постановке (признак схемы 5). 
Для построения схемы использованы КЭ 41 - универсальный прямоугольный КЭ оболочки. 
В варианте 1 рассмотрен фрагмент оболочки (четверть). Для учета отсеченной части 

были приложены связи симметрии. Количество узлов:1836. Количество элементов:1750. 
В варианте 2 рассмотренна оболочка полностью. Количество узлов:7172. Количество 

элементов: 10500 
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Результаты расчета: 

 
Мозаика вертикальных перемещений (в глобальной системе координат) для четверти оболочки. 

 
Мозаика вертикальных перемещений (в глобальной системе координат) для полной оболочки. 

СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 

Точка Искомая 
величина Эталон Результаты расчета 

(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

В wB, м -0.3086 -0.30125 2.382 
В wB, м -0.3024* -0.30125[R1] 0.380 
В wB, м -0.3086 -0.29997** 2.877 
В wB, м -0.3024* -0.29997** 0.810 

* В более новых публикациях появились уточненные (?) значения теоретического перемещения, 
см. например: 

на стр. 39 – Validation of a non-linear shell code 
на стр. 241 - On the asymptotic behavior of shell structures and the evaluation in... 

** При отсутствии аналитического решения не ясно как был получен эталонный результат: 
рассчитывалась ли оболочка целиком или четверть, а если четверть, то как накладывались связи 
симметрии – в декартовой или цилиндрической системе координат. 
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Тест 1.9  Кручение консольной пластины под действием пары сил 
 
Цель: Определение напряженно-деформированного состояния консольной узкой пластины от 

воздействия пары сил, вызывающих ее кручение. 
 
Формулировка задачи: Определить вертикальное смещение Z угла свободного края пластины 

(точка С). 
 
Описание расчетной схемы: Консольная узкая пластина, загруженная в углах свободного края 

вертикальными взаимоуравновешивающими сосредоточенными силами.  

 
Аналитическое решение: J. Robinson, Element evaluation. A set of assessment parts and tests, 

Proceeding of Finite Element Methods in the commercial environment, vol. 1, octobre 1978. J.L. Batoz et 
M.B. Tahar, Evaluation of  new quadrilateral thin plate boundary element, International Journal for numerical 
methods in engineering, vol. 18, Jon Wiley & Sons, 1982. 

 
Геометрия: 
Толщина пластины h = 0.05 м; 
Вылет консоли L = 12 м; 
Относительная толщина h/L=0.0042; 
Ширина пластины l = 1 м. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 1.0 x 107 Па; 
Коэффициент Пуассона ν = 0.25. 
 
Граничные условия: 
Связи у левой грани пластины (Х=0) по всем степеням свободы. 
 
Нагрузки: 
Вертикальная сосредоточенная сила Fz = 1 Н. 
 
Примечание: 
Задача решается в пространственной постановке (признак схемы 5). 
Для построения схемы использованы КЭ 41 - универсальный прямоугольный КЭ оболочки. 
Сетка конечных элементов разбита с шагом 50 элементов по длине консоли и 16 по ширине 

(размер КЭ 0.24х0.0625м). 
Количество узлов:867. Количество элементов:800. 
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Результаты расчета: 
 

 
Расчетная и деформированная схемы 

 

 
Мозаика вертикальных перемещений Z 

 
 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Точка Искомая 
величина 

Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

С w, м 35.37 x 10-3 35.321 x 10-3 0.14 
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Тест 1.10  Растяжение призматического стержня под действием собственного веса 
 
Цель: Определение напряженно-деформированного состояния вертикальной призмы под 

действием нагрузки от собственного веса. 
 
Формулировка задачи: Определить вертикальные перемещения Z точек B, C, горизонтальное 

перемещение точки D, а также напряжения у верхней грани и  в середине высоты стержня. 
 
Описание расчетной схемы: Вертикальный призматический стержень, загруженный 

собственным весом и нагрузкой у верхней грани, равной весу стержня.  

 
Аналитическое решение: Теория упругости / С.П. Тимошенко, Дж. Гудьер. – Москва, 

Издательство «Наука», 1975 – стр. 289-291 
 
Геометрия: 
Длина L = 3 м; 
Размеры поперечного сечения a=b = 0.5 м. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 2х107 тс/м2,  
Коэффициент Пуассона ν = 0.3,  
Объемный вес R0 (ρg) = 7.8 тс/м3. 
 
Граничные условия: точка А закреплена по Z (во избежании геометрической изменяемости), 

по плоскости обреза XZ назначены связи по оси Y, по плоскости обреза YZ назначены связи по оси X. 
 
Нагрузки: собственный вес на призму (действует вниз), на верхнюю грань призмы приложена 

равномерно распределенная нагрузка равная в сумме объемному весу призмы (действует вверх). 
 
Примечание: 
Задача решается в пространственной постановке (признак схемы 5). 
Для построения схемы использованы КЭ 31 - параллелепипед. 
В расчетной схеме рассматривается четверть призмы, по плоскостям обреза назначены 

связи симметрии. 
Для приложения нагрузки к верхней грани призмы использовались КЭ пластины с Е=0. 

В расчетной схеме с сеткой 4х4х12 количество узлов – 325, количество элементов – 192. 
В расчетной схзме с сеткой 8х8х24 количество узлов – 2025, количество элементов – 1536.  

 
Расчетная схема  
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Результаты расчета: 

 

 
Мозаика вертикальных перемещений Z 

 

 
Мозаика горизонтальных перемещений Z 

 

 
Вертикальные напряжения  σzz (Nz) в середине высоты стержня 
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Вертикальные напряжения  σzz (Nz) ву верхней грани стержня 

 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 
Аналитическое решение:  

горизонтальные перемещения узлов:  

вертикальные перемещения узлов:   

вертикальные перемещения узлов на оси Z (вертикальной оси симметрии): 

 

вертикальные напряжения[R2]:  
 

Сетка элементов 4х4х12 

Точка Искомая 
величина 

Аналитическое решение Результаты расчета 
ЛИРА-САПР Погр.% 

В w (∆z), м - R0/2E(L2- Z2) = -7.8/(2*2e7)*32 ‐1.755*106 ‐1.755*106 0 

С w (∆z), м R0*z2/2E+v*R0*(x2+y2)/2E-R0*L2/2E = 
0+0.3*7.8*0.52/(2*2e7)-7.8*32/(2*2e7) ‐1.740*106 -1.743*106 1.72 

D u (∆x), м -v*R0*x*z/E = - 0.3*7.8*0.5*3/2e7 -1.755*107 -1.717*107 2.16 

А σZZ, тс/м2 R0*z = 7.8*3 23.4 22.5 3.85 

Е σZZ, тс/м2 R0*z = 7.8*1.5 11.7 11.7 0 

Сетка элементов 8х8х24 

Точка Искомая 
величина 

Аналитическое решение Результаты расчета 
ЛИРА-САПР Погр.% 

В w (∆z), м - R0/2E(L2- Z2) = -7.8/(2*2e7)*32 ‐1.755*106 ‐1.755*106 0 

С w (∆z), м R0*z2/2E+v*R0*(x2+y2)/2E-R0*L2/2E = 
0+0.3*7.8*0.52/(2*2e7)-7.8*32/(2*2e7) ‐1.740*106 -1.741*106 0.05 

D u (∆x), м -v*R0*x*z/E = - 0.3*7.8*0.5*3/2e7 -1.755*107 -1.741*107 0.8 

А σZZ, тс/м2 R0*z = 7.8*3 23.4 22.9 2.14 

Е σZZ, тс/м2 R0*z = 7.8*1.5 11.7 11.7 0 
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Тест 1.11  Чистый изгиб призматического бруса 
 
Цель: Определение напряженно-деформированного состояния призматического бруса под 

действием изгибающего момента. 
 
Формулировка задачи: Определить вертикальное перемещение u (Х) точки А, горизонтальные 

перемещения w (z) точки B и v (Y) точек D, E, F, G. 
 
Описание расчетной схемы: Консольный призматический брус, загруженный изгибающим 

моментом у свободного края.  

 
Аналитическое решение: S. Timoshenko, Théorie de l’élasticité, Paris, Librairie Polytechnique Ch. 

Béranger, 1961, pages 284 – 289.[R3] 
 
Геометрия: 
Длина l = 6 м. Размеры сечения a = b = 1 м. Ордината контрольного сечения l′ = (2/3)l=4 м. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 2 х 105 МПа. Коэффициет Пуассонаν = 0.3. 
 
Граничные условия: Связи по всем степеням свободы в точке Z=0. 
 
Нагрузки: В точке С приложен момент вокруг оси Y, My = 4/3 x 107 Нм = 1359.62 тм.  
 
Примечание: 
Задача решается в пространственной постановке (признак схемы 5). Для построения схемы 

использованы КЭ 31 - параллелепипед. В расчетной схеме рассматривается вся призма. Для 
приложения моментной нагрузки на торец призмы из стержневых КЭ был задан «паук» 
(моделирование АЖТ на изгиб из плоскости торца призмы и с нулевой жесткостью в плоскости, 
чтобы не стеснять поперечных деформаций, т.е. задана большая изгибная жесткость из 
плоскости сечения и нулевые жесткости осевая и изгибная в плоскости сечения). 

Рассматривалось 2 варианта триангуляции: 
вариант 1 – поперечное сечение 8х8 КЭ и 12 КЭ по длине (количество узлов – 1053, элементов:768); 
вариант 2 – поперечное сечение 8х8 КЭ и 24 КЭ по длине (количество узлов – 2025, элементов:1536). 
 

 

 
Заданные жестксоти и «паук» по верхнему торцу призмы. 
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Вид схемы сбоку и вид сверху на заданные связи по нижнему торцу призмы. 

 
Результаты расчета: 

 
Исходная и деформированная схемы 

 

 
Перемещение u (Х) точки A (центр сечения) 
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Перемещение w (z) точки В 

 
Перемещение v (Y) точек D, E, F, G 

СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: [R4] 

Вариант №1 

Точка Искомая величина Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

А uA (Х), м -4 x 10-4 -3.9182 x 10-4 2.045 
В wB (Z), м 2 x 10-4 1.9474 x 10-4 2.630 

F, G, D и E vF = - vG = vD = -vE (Y), м 0.15 x 10-4 0.14689 x 10-4 2.073 

Вариант №2 

Точка Искомая величина Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

А uA (Х), м -4 x 10-4 -3.9893 x 10-4 0.267 
В wB (Z), м 2 x 10-4 1.9825 x 10-4 0.875 

F, G, D и E vF = - vG = vD = -vE (Y), м 0.15 x 10-4 0.14951 x 10-4 0.327 
 
Как видно по результатам расчета, при сгущении сетки КЭ по длине призмы в 2 раза 

погрешность стала менее 1%. 
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Тест 1.12  Балка на упругом основании 
 
Цель: Определение напряженно-деформированного состояния балки на упругом основании 

под действием сосредоточенных сил и распределенной нагрузки, изменяющейся по закону 
треугольника. 

 
Формулировка задачи: Определить вертикальные перемещения z концов балки, а также 

изгибающие моменты, поперечные силы и углы поворота по ее длине. 
 
Описание расчетной схемы: Балка на упругом основании, загруженная сосредоточенными 

взаимоуравновешивающими силами на концах и распределенной по длине нагрузкой, изменяющейся 
по закону треугольника. 

 
 
Аналитическое решение: w = -qx/(C1q), M = 0, Q = -C2q/(C1l). 
 
Геометрия: 
Длина l = 10 м;   
Момент инерции I = 2 x 10-6 м4;  
Площадь поперечного сечения A = 0.003 м2;  
Сдвиговая площадь F = 0.0025 м2. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 2.1 х 107 тс/м2 

Модуль сдвига  G = 7.875 x 106 тс/м2 
 
Граничные условия:  
Характеристики упругого основания: С1 = 500 тс/м3, С2 = 100 тс/м.  
Связи на коцах балки по степеням свободы, запрещающим перемещение в направлении ее оси 
uA = uВ = 0. 
 
Нагрузки: 
 q = 50 тс/м, Р2 = -Р1 = 1 тс. 
 
Примечание: 
Задача решается в плоской постановке (признак схемы 1 – плоскость XOZ). 
Для построения схемы использованы КЭ 2 - КЭ плоской рамы. 
Упругое основание характеризуется двумя коэффициенты постели (модель Пастернака) 

приложеными для ширины осадочной лунки Вс=100см. 
Количество узлов: 21. Количество элементов: 20.  
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Результаты расчета: 
 

 
Расчетная и деформированная схемы балки с отображение типа КЭ 

 

 
Мозаика вертикальных перемещений Z 

 

 
Мозаика углов поворота uY 
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Мозаика поперечных сил Q 

 

 
Изгибающие моменты 

 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Точка Искомая величина Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

В Перемещение wB, м -0.1 -0.1 0 
Любая Момент Мy, тс*м 0 0 0 
Любая Сила Qz, тс 1 1 0 
Любая Угол поворота θY, рад 0.01 0.01 0 

А Перемещение wA, м 0 0 0 
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Тест 1.13  Криволинейный брус (задача Головина) 
 
Цель: Определение напряженного состояния кривого узкого бруса прямоугольного сечения при 

изгибе сосредоточенной силой, приложенной к незакрепленному концу. 
Формулировка задачи: Определить компоненты тензора напряжений σrr, σθθ, σrθ в полярных 

координатах для поперечного сечения бруса l-l, расположенного под углом θ=90°от торца свободного 
конца. 

Описание расчетной схемы: К свободному концу консольного бруса единичной толщины 
приложена сила Р,  действующая параллельно его торцу в плоскости круговой оси бруса. 

 
Аналитическое решение: Демидов С.П. Теория упругости, М., Высшая школа, 1979. 
Геометрия: 
Толщина бруса h = 1 м;  
Внутренний радиус r1 = 5 м;  
Внешний радиус r2 = 15 м. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 3 х107 кПа,  
Коэффициент Пуассона ν = 0.2. 
 
Граничные условия:  
Связи по всем степеням свободы на контуре по линии m-m. 
 
Нагрузки:  
Р=5 кН – нагрузка, распределенная по грани n-n. 
 
Примечание: 
Задача решается в пространственной постановке (признак схемы 5). 
Для построения схемы использованы КЭ 44 – универсальный четырехугольный КЭ оболочки. 
Местные оси пластин для результатов согласованны таким образом, что местная ось Y1 

смотрит к центру окружностей. 
Рассмотрено 2 варианта триангуляции: 
1) сетка 30х100 (30 элементов по радиусу и 100 по окружности). Количество 

узлов:3131.Количество элементов:3000; 
2) сетка 60х200 (60 элементов по радиусу и 200 по окружности). Количество 

узлов:12262.Количество элементов:12000. 

 
Расчетная и деформированная схемы 
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Результаты расчета: 
 

 
Изополя напряжений σrr (Ny) 

 

 
Изополя напряжений σθθ (Nх) 
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Эпюра напряжений σrr (Ny) по сечению l-l вариант триангуляции 1 

 

 
Эпюра напряжений σrr (Ny) по сечению l-l вариант триангуляции 2 

 

 
Эпюра напряжений σθθ (Nх) по сечению l-l вариант триангуляции 1 

 

 
Эпюра напряжений σθθ (Nх) по сечению l-l вариант триангуляции 2 
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Аналитическое решение: напряжения в брусе определяются по формулам 
 Σ / /  Σ 3 / /  Σ / /  ln  

 
 
 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Точка 
Напряжение σrr (кн/м2) Напряжение σθθ (кн/м2) 

r = 5м r =7.415м r = 15м r = 5м r = 15м 
Аналитическое решение 0 -0.8375 0 -5.3581 1.7860 
ЛИРА САПР, вариант 1 -0.1570 -0.8320 -0.0200 -4.9170 1.7320 
ЛИРА САПР, вриант 2 -0.0850 -0.83500 -0.0100 -5.1380 1.7600 

Отклонение,% Вт. 1 - 0.657 - 8.200 3.024 
Вт. 2 - 0.299 - 4.100 1.456 
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Тест 1.14  Сжатие и изгиб клина сосредоточенной силой (задача Мичелла) 
 
Цель: Определение напряженного состояния симметричного клина единичной толщины при 

сжатии и изгибе сочредоточенными силами. 
 
Формулировка задачи: Определить радиальные напряжения σrr в полярных координатах  на 

расстоянии r=5.25 м от вершины клина. 
 
Описание расчетной схемы: К вершине клина единичной толщины приложена сила Р, 

действующая: 
а) вдоль оси симметрии клина; 
б) перпендекулярно оси симметрии клина. 
 

 
 
Аналитическое решение: Демидов С.П. Теория упругости, М., Высшая школа, 1979. 
 
Геометрия: 
Толщина клина h = 1 м;  
Радиус, ограничивающий область клина R = 15 м. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 3 х107 кПа,  
Коэффициент Пуассона ν = 0.2. 
 
Граничные условия:  
Связи по всем степеням свободы на контуре при r=15м. 
 
Нагрузки:  
Р=5 кН. 
 
Примечание: 
Задача решается в пространственной постановке (признак схемы 5). 
Для построения схемы использованы КЭ 44 – универсальный четырехугольный КЭ оболочки и 

КЭ 42 – универсальный треугольный КЭ оболочки. 
Местные оси пластин для результатов согласованны таким образом, что местная ось Y1 

смотрит к центру окружностей. 
Количество узлов:4880. Количество элементов:4760. 
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Результаты расчета: 
 

 
Расчетная и деформированная схемы при действии нагрузки вдоль оси симметрии клина 

 

 
Расчетная и деформированная схемы при действии нагрузки перпендекулярно оси 

симметрии клина 
 

 
Изополя напряжений σrr (Ny) при действии нагрузки вдоль (слева) и поперек (справа) оси 

симметрии клина 
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Аналитическое решение:  
Напряжения в клине для случая сжатия горизонтальной силой определяются по формулам: σ 22 2 , 0 

Напряжения в клине для случая изгиба вертикальной силой определяются по формулам: σ 22 2 , 0 

 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

 σrr
 max загружение 1 

(кН/м2) 
σrr

 min загружение 1 
(кН/м2) 

σrr
 max загружение 2 

(кН/м2) 
ПК ЛИРА-САПР -2.0027 -1.8465 21.903 

Теоретическое решение -1.95 -1.88 21.8 
Погрешность, % 2.70 1.78 0.47 



48 ЛИРА-САПР. Верификационный отчет. Том II 

Тест 1.15  Изгиб клина моментом, приложенным к его вершине (задача Инглиса) 
 
Цель: Определение напряженного состояния симметричного клина единичной толщины при 

изгибе сочредоточенным моментом. 
 
Формулировка задачи: Определить компоненты тензора напряжений σrr, σθθ, σrθ в полярных 

координатах на расстоянии r=5.25 м от вершины клина. 
 
Описание расчетной схемы: К вершине клина единичной толщины приложен 

сосредоточенный изгибающий момент, действующий в плоскости клина. 
 

 
 

Аналитическое решение: Демидов С.П. Теория упругости, М., Высшая школа, 1979. 
 
Геометрия: 
Толщина клина h = 1 м;  
Радиус, ограничивающий область клина R = 15 м; 
Угол при вершине клина 2α = 30°. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 3 х107 кПа,  
Коэффициент Пуассона ν = 0.2. 
 
Граничные условия:  
Связи по всем степеням свободы на контуре при r=15м. 
 
Нагрузки:  
M = 27.5625 кНм. 
 
Примечание: 
Задача решается в пространственной постановке (признак схемы 5). 
Для построения схемы использованы КЭ 44 – универсальный четырехугольный КЭ оболочки и 

КЭ 42 – универсальный треугольный КЭ оболочки. 
Местные оси пластин для результатов согласованны таким образом, что местная ось Y1 

смотрит к вершине клина. 
Для приоложения сосредоточенного момента в вершине клина группа узлов была 

объединена в абсолютно жесткое тело 
Количество узлов:4880. Количество элементов:4760. 
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Результаты расчета: 
 

 
Расчетная и деформированная схемы 

 

 

Изополя напряжений σrr (Ny) слева и σrθ (Tхy) справа 
 

Аналитическое решение: напряжения в клине для этого случая определяются по формулам 
 1 22                 2 22 2 2 2 , 0 

 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

 Ny(кН/м2)  τxy(кН/м2)  

ПК ЛИРА-САПР 22.018 3.00 
Теоретическое решение 21.48 2.88 

Отклонение, % 2.505 4.000 
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Тест 1.16  Изгиб клина распределенной нагрузкой (задача Леви) 
 
Цель: Определение напряженного состояния симметричного клина единичной толщины при 

изгибе равномерно распределенной нагрузкой. 
 
Формулировка задачи: Определить напряжения в клине σrr на расстоянии r=5м от вершины 

для изгиба клина равномерно распределенной нагрузкой, а также θ0 при котором σrr=0. 
 
Описание расчетной схемы: К верхней грани клина единичной толщины приложена 

равномерно распределенная нагрузка интенсивностью q. 

 
Аналитическое решение: Демидов С.П. Теория упругости, М., Высшая школа, 1979. 
 
Геометрия: 
Толщина клина h = 1 м;  
Радиус, ограничивающий область клина R = 15 м; 
Угол при вершине клина α = 30°. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 3 х107 кПа,  
Коэффициент Пуассона ν = 0.2. 
 
Граничные условия:  
Связи по всем степеням свободы на контуре при r=15м. 
 
Нагрузки:  
q = 10 кН/м 
 
Примечание: 
Задача решается в пространственной постановке (признак схемы 5). 
Для построения схемы использованы КЭ 44 – универсальный четырехугольный КЭ оболочки и 

КЭ 42 – универсальный треугольный КЭ оболочки. 
Местные оси пластин для результатов согласованны таким образом, что местная ось Y1 

смотрит к вершине клина. 
Количество узлов:1641. Количество элементов:1600. 
 
Аналитическое решение: напряжения в клине для этого случая определяются по формулам 
 2 2 1 2 2 / 2 , 2 2 1 2 2 / 2  1 2 2 / 2  

 
 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

 Ny
θ=0 (кН/м2) Ny

θ=α (кН/м2) Θ0  (°) 
ПК ЛИРА-САПР 94.179 -104.29 14.25 
Точн. решение 98 -107 13.4 
Отклонение, % 3.900 2.533 1.063 
 

  



 ЛИРА-САПР. Верификационный отчет. Том II 51 

Результаты расчета: 
 

 
Расчетная и деформированная схемы 

 

 
Мозаика напряжений σrr (Ny) при r=5м 

 

 
Мозаика напряжений σrr (Ny) с отображением нейтральной линии (для определения угла θ0 

при котором σrr=0) 
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Тест 1.17  Балка-стенка под распределенной нагрузкой 
 
Цель: Определение напряженного состояния балки-стенки при изгибе равномерно 

распределенной нагрузкой. 
 
Формулировка задачи: Определить напряжения σ11 в балке-стенке на гранях, а также на 

расстоянии 0,4м от них (точки A, B, С и D).  
 
Описание расчетной схемы: К верхней грани балки-стенки приложена равномерно 

распределенная нагрузка интенсивностью q. 
 

           
 
Аналитическое решение: Демидов С.П. Теория упругости, М., Высшая школа, 1979. 
 
Формулировка задачи: определить напряжения σx в точках A, B, С и D. 
 
Геометрия: 
Толщина: h = 0.1 м; 
Длина: l = 3.2 м; 
Высота: b = 1.6 м. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 3 х107 кПа,  
Коэффициент Пуассона ν = 0.3. 
 
Граничные условия:  
Вертикальное опирание по боковым граням – связи, запрещающие перемещение вдоль 

глобальной оси Z. 
 
Нагрузки:  
q = 500 кН/м 
 
Примечание: 
Для построения схемы использованы КЭ 21 - прямоугольный КЭ балки-стенки. 
Рассмотрено 3 варианта триангуляции схемы: 
Схема 1: 2х4 элементов. 
Схема 2: 4х8 элементов. 
Схема 3: 8х16 элементов. 

 
Для построения схемы использованы КЭ 44 – универсальный четырехугольный КЭ оболочки и 

КЭ 42 – универсальный треугольный КЭ оболочки. 
Местные оси пластин для результатов согласованны таким образом, что местная ось Y1 

смотрит к вершине клина. 
Количество узлов:1641. Количество элементов:1600. 
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Результаты расчета: 

 
Расчетная и деформированная схемы 

 
Мозаика напряжений σ11 (Nх) при сетке 2х4 

 
Мозаика напряжений σ11 (Nх) при сетке 4х8 

 
Мозаика напряжений σ11 (Nх) при сетке 8х16 
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Сопоставление результатов: в таблице 1 представлено сравнение результатов расчета по 
программе с эталонным решением. В таблице 2 приведены нормализованные значения эталон 
σ=σx/σэталон  (значения напряжений в заданых точках получено с помощью апраксимирующих функций, 
возможно использование интерполяции/экстраполяции) 

 
Интерполяция/экстраполяция значений мозаики напряжений Nx для сетки 2 КЭ по высоте 

 
Интерполяция/экстраполяция значений мозаики напряжений Nx для сетки 4 КЭ по высоте 
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Интерполяция/экстраполяция значений мозаики напряжений Nx для сетки 8 КЭ по высоте 

 
Аналитическое решение: напряжения в балке-стенке определяются по формулам 

, где  /12 
 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
Таблица 1 

 Теоретическое 
значение (кН/м2) 

ПК ЛИРА-САПР 
сетка 2х4 (кН/м2) 

ПК ЛИРА-САПР 
сетка 4х8 (кН/м2) 

ПК ЛИРА-САПР 
сетка 8х16 (кН/м2) 

А -16070 -11999 -15451 -15888.9 
В -7045 -5999.5 -6720 -6976.1 
С 7090 5999.5 6750 6975.2 
D 15925 11999 15121 15726.4 

 
Таблица 2 

 Теоретическое 
значение (кН/м2) 

ПК ЛИРА-САПР 
сетка 2х4 (кН/м2) 

ПК ЛИРА-САПР 
сетка 4х8 (кН/м2) 

ПК ЛИРА-САПР 
сетка 8х16 (кН/м2) 

А 1.000 0.747 0.961 0.989 
В 1.000 0.852 0.954 0.990 
С 1.000 0.846 0.952 0.984 
D 1.000 0.753 0.950 0.988 
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Тест 1.18  Квадратная пластинка, оконтуренная стержнем 
 
Цель: Проверка равновесия сечений пластины, параллельных опорным сторонам, по 

касательным напряжениям. 
 
Формулировка задачи: Определить касательные напряжения τxz в узловых точках расчетной 

схемы и проверить площадь эпюры касательных напряжений по горизонтальным сечениям пластины 
при y = 0, 2, 4, 6, 8 на соответствие значению горизонтальной реакции в точке А. 

 
Описание расчетной схемы: Рассматривается квадратная пластинка. Вдоль верхней границы 

пластинки размещен стержень, абсолютно жесткий на изгиб и растяжение-сжатие. В точке А (на 
верхней границе) узел закреплен от горизонтального смещения. По нижней границе пластинка жестко 
защемлена. На пластинку действуют две сосредоточенные силы, направленные в противоположные 
стороны.  

 

 
 

Аналитическое решение: Перельмутер А.В., Сливкер В.И. Расчетные модели сооружений и 
возможность их анализа. – М.: ДМК Пресс, 2007, стр.238-240. 

 
Геометрия: 
Толщина пластины  h = 1.0;  
Габаритный размер пластины  a = 16. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 3 х105 кПа,  
Коэффициент Пуассона ν = 0.25. 
 
Граничные условия: 
Связи по всем степеням свободы по нижней границе пластинки. 
 
Нагрузки: 
 P = 1000 кН - сосредоточенная сила; 
 
Примечание: 
Задача решается в плоской постановке (признак схемы 2 – плоскость XOZ). 
Рассмотрено 2 варианта схемы: 
Вариант 1. По верхней грани пластины узлы объединены кинематическими связями в виде 

абсолютно жесткого тела (АЖТ). 
Вариант 2. По верхней грани пластины узлы объединены фиктивным стержнем с большой 

изгибной и осевой жесткостью (EF=3х107кН, EIy=3х107кН*м2). 
Для построения схемы использованы КЭ 21 - прямоугольный КЭ балки-стенки. 
Сетка конечных элементов 2х2м. 
Количество узлов:81. Количество элементов:64. 
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Результаты расчета: 
 

 
Расчетная и деформированная схемы 

 

 
Вариант 1. Изополя касательных напряжений τxz (кН/м2) 

 

 
Вариант 1. Численные значения напряжений τxz (кН/м2) 
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Вариант 2. Изополя касательных напряжений τxz (кН/м2) 

 

 
Вариант 2. Численные значения напряжений τxz (кН/м2) 

 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Расчетная схема по варианту 1 
H = 872.45 кН 

Расчетная схема по варианту 2 
H = 872.45 кН 

y, м Q, кН Отклонения,% y, м Q, кН Отклонения,% 
0 878.19 0.658 0 878.1870338 0.6575 
2 878.19 0.658 2 878.1870338 0.6575 
4 878.19 0.658 4 878.1870338 0.6575 
6 878.19 0.658 6 878.1870338 0.6575 
8 878.19 0.658 8 878.1870338 0.6575 

10 878.19 0.658 10 878.1870338 0.6575 
12 878.19 0.658 12 878.1870338 0.6575 
14 878.19 0.658 14 878.1870338 0.6575 
16 878.19 0.658 16 878.1870338 0.6575 

 
Сравнение значений площадей эпюр касательных напряжений по сечениям пластины, 
параллельным опорным сторонам и расположенным на расстоянии y от свободно опертой 
стороны, со значением опорной реакции H по свободно опертой стороне. 
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Тест 1.19  Цилиндрический резервуар со стенкой постоянной толщины под действием 
давления жидкости 

 
Цель: Определить напряженно-деформированное состояние цилиндрического резервуара 

постоянной толщины под действием давления жидкости. 
 
Формулировка задачи: Определить максимальное радиальное перемещение w стенки 

резервуара, а также изгибающий момент М0, действующий в заделке. 
 
Описание расчетной схемы: Цилиндрический резервуар, защемленный в днище, под. 

воздействием давления жидкости р, пропорциональным изменяющегося с высотой.  

 
 
Аналитическое решение: С.П. Тимошенко. С.Войновский-Кригер. Пластинки и оболочки. - М.: 

Наука, 1963. 
 
Геометрия: 
Радиус R(а) = 1 м;  
Толщина h = 0.005 м;  
Высота H(d) = 5 м. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 2 х108 кПа,  
Коэффициент Пуассона ν = 0.3. 
 
Граничные условия: 
Связи по всем степеням свободы по нижней границе цилиндра. 
 
Нагрузки: 
Давление, распределенное пропорционально по высоте γ = 10000 кН/м3 (нижняя ордината 

эпюры давления q= γH=50000 кН/м2) 
 
Примечание: 
Задача решается в пространственной постановке (признак схемы 5). 
Для построения схемы использованы КЭ 44 - универсальный четырехугольный КЭ оболочки. 
Сетка конечных элементов разбита с шагом 200 элементов по высоте цилиндра и 65 по 

длине окружности. 
В узлы схемы была введена локальная система координат (локальная ось Х2 смотрит из 

центра цилиндра). 
Количество узлов: 13065. Количество элементов: 13000. 
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Результаты расчета: 
 

 
Расчетная и деформированная схемы 

 

 
Изополя радиальных перемещений w 

 

 
Изополя радиальных перемещений w. Эпюра по сечению 
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Результаты расчета нагрузок на фрагмент для основания резервуара (показан изгибающий 

момент) 
 

СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 
Аналитическое решение: радиальное перемещение и изгибающий момент определяются по 

формулам: 
 

 
 

Параметр Теория ПК ЛИРА-САПР Погрешность % 
Максимальный прогиб w, м 0.05043 0.05018 0.50 

Изгибающий момент в заделке 
M0, кН.м 74.82 74.41 0.55 

 
Усилие М0 определено как отношение узловай рекции к растоянию между узлами 

М0=7.1901/0.0966268=74.41 кН*м 
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Тест 1.20  Толстая квадратная плита, защемленная по контуру под действием 
равномерно распределенной нагрузки 

 
Цель: Определить напряженно-деформированное состояние толстой квадратной плиты, 

жестко защемленной по боковым граням, от действия равномерно распределенной нагрузки, 
приложенной к верхней грани, в соответствии с объемной задачей теории упругости. 

 
Формулировка задачи: Определить вертикальные перемещения в центре плиты, нормальные 

напряжения σx, σz, в центре плиты и нормальные напряжения σ*x в точках защемленных граней для 
1.0, 0.5, 0.0. -0.5 и -1.0 при γ=a/h=2 и 5. 

 
Описание расчетной схемы: Толстая жестко защемленная по контуру плита квадратная в 

плане, выполненная из изотропного линейно упругого материала, при действии одностороннего 
равномерно распределенного давления. 

 
Аналитическое решение: Б.М. Лисицын. Проекционные и проекционно-сеточные методы. — 

Киев: Вища школа. 1991. 
Геометрия: 
Ширина и длина плиты  2a = 20 м;  
Толщина плиты 2h = 10 м и 4 м. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 1 х107 кПа,  
Коэффициент Пуассона ν = 0.25. 
 
Граничные условия: 
Связи по всем степеням свободы по контуру плиты. 
 
Нагрузки: 
Распределенная нагрузка по верхней грани плиты: q = 10 кН/м2. 
 
Примечание: 
Для построения схемы использованы КЭ 36 – универсальный пространственный 

восьмиузловой изопараметрический КЭ. 
Рассматриваются 2 варианта плиты – толщиной 10м (γ=a/h=2) и 4м (γ=a/h=5). 
Сеть КЭ первго варианта – 0.5х0.5х0.5м, второго – 0.2х0.2х0.2м. 
 

 
 

Расчетная схема 
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Результаты расчета: 
 

 
Вариант 1. Мозаика перемещений w(Z) 

 
Вариант 1. Мозаика напряжений σz (Nz) 

 
Интерполяция/экстраполяция значений мозаики напряжений σz (Nz) для Варианта 1 в пролете 
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Вариант 1. Мозаика напряжений σx (Nx) 

 
Интерполяция/экстраполяция значений мозаики напряжений σr (Nх) для Варианта 1 в пролете 

 
Интерполяция/экстраполяция значений мозаики напряжений σr (Nх) для Варианта 1 на опоре 
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Вариант 2. Мозаика перемещений w(Z) 

 
Вариант 2. Мозаика напряжений σz (Nz) 

 
Интерполяция/экстраполяция значений мозаики напряжений σz (Nz) для Варианта 2 в пролете 
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Вариант 2. Мозаика напряжений σx (Nx) 

 
Интерполяция/экстраполяция значений мозаики напряжений σr (Nх) для Варианта 2 в пролете 

 
Интерполяция/экстраполяция значений мозаики напряжений σr (Nх) для Варианта 2 на опоре 
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СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Плита толщиной 10м γ=a/h=2 
 

z/h σz / q σх / q 
Теория ЛИРА-САПР Отношение Теория ЛИРА-САПР Отношение 

1.0 -1.032 -1.021 0.966 -1.242  -1.005 0.807 
0.5 -0.843 -0.859 1.019 -0.585  -0.456 0.781 
0 -0.521 -0.527 1.012 -0.149  -0.129 0.866 

-0.5 -0.177 -0.17 0.960 0.256  -0.166 -0.648 
-1.0 0.041 0.012 --- 0.845  0.667 0.791 

z/h σ*х / q wE / qa 
Теория ЛИРА-САПР Отношение Теория ЛИРА-САПР Отношение 

1.0 3.815  5.531 1.450 -1.398 -1.334 0.954 
0.5 0.076  -0.133 --- -1.193 -1.184 0.993 
0 -0.562  -0.222 0.395 -1.068 -1.044 0.978 

-0.5 -0.688  -0.277 0.403 -0.965 -0.957 0.992 
-1.0 -2.396  -2.876 1.200 -0.893 -0.893 1.000 

 
Плита толщиной 4м γ=a/h=5 

 

z/h σz / q σх / q 
Теория ЛИРА-САПР Отношение Теория ЛИРА-САПР Отношение 

1.0 -0.993  -1.012 1.008 -4.150  -3.826 0.922 
0.5 -0.859  -0.843 0.981 -2.031  -1.887 0.930 
0 -0.491  -0.500 1.018 -0.048  -0.158 3.292 

-0.5 -0.162  -0.157 0.969 1.750  1.572 0.898 
-1.0 -0.010  -0.011 0.909 3.825  3.463 0.905 

z/h σ*х / q wE / qa 
Теория ЛИРА-САПР Отношение Теория ЛИРА-САПР Отношение  

1.0 10.37  18.466 1.780 -5.723  -5.808 1.015 
0.5 3.446  2.034 0.595 -5.794  -5.856 1.011 
0 -0.016  -0.239 - -5.729  -5.838 1.019 

-0.5 -3.096  -2.475 0.803 -5.459  -5.771 1.057 
-1.0 -9.899  -15.975 1.614 -5.414  -5.640 1.042 

 
Следует отметить, что эталонное решение является приближенным. Это хорошо видно для 

напряжений σz, на верхней поверхности плиты это напряжение должно равняться q, а на нижней 
поверхности – 0. 
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Тест 1.21  Толстая круглая плита, защемленная по контуру под действием равномерно 
распределенной нагрузки 

 
Цель: Определить напряженно-деформированное состояние толстой круглой плиты, 

жестко защемленной по контуру, от действия равномерно распределенной нагрузки, приложенной к 
верхней грани, в соответствии с объемной задачей теории упругости. 

 
Формулировка задачи: Определить вертикальные перемещения, нормальные σz и 

радиальные σr напряжения в центре плиты, а также радиальные σ*r напряжения на защемленной 
грани для 1.0, 0.5, 0.0. -0.5 и -1.0 при γ=a/h=2 и 5. 

 
Описание расчетной схемы: Толстая жестко защемленная по контуру плита круглая в плане, 

выполненная из изотропного линейно упругого материала, при действии одностороннего равномерно 
распределенного давления. 

 
Аналитическое решение: Б.М. Лисицын. Проекционные и проекционно-сеточные методы. — 

Киев: Вища школа. 1991. 
 
Геометрия: 
Диаметр плиты  2a = 20 м;  
Толщина плиты 2h = 10 м и 4 м. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 1 х107 кПа,  
Коэффициент Пуассона ν = 0.25. 
 
Граничные условия: 
Связи по всем степеням свободы по контуру плиты. 
 
Нагрузки: 
Распределенная нагрузка по площади верхней грани плиты: q = 10 кН/м2. 
 
Примечание: 
Для построения схемы использованы КЭ 36 – универсальный пространственный 

восьмиузловой изопараметрический КЭ и КЭ 32 – универсальный пространственный шестиузловой 
изопараметрический КЭ. 

Рассматриваются 2 варианта плиты – толщиной 10м (γ=a/h=2) и 4м (γ=a/h=5). 
Сетка конечных элементов плиты разбита на плане: в радиальном направлении с шагом 0.5 м, в 
тангенциальном – с шагом 5.0º и по толщине с шагом 0.5 м 

 

 
Расчетная схема 
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Результаты расчета: 

 
Вариант 1. Мозаика перемещений w(Z) 

 
Вариант 1. Мозаика напряжений σz (Nz) 

 
Интерполяция/экстраполяция значений мозаики напряжений σz (Nz) для Варианта 1 в пролете 
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Вариант 1. Мозаика напряжений σr (Nx) 

 
Интерполяция/экстраполяция значений мозаики напряжений σr (Nх) для Варианта 1 в пролете 

 
Интерполяция/экстраполяция значений мозаики напряжений σr (Nх) для Варианта 1 на опоре 



 ЛИРА-САПР. Верификационный отчет. Том II 71 

 
Вариант 2. Мозаика перемещений w(Z) 

 
Вариант 2. Мозаика напряжений σz (Nz) 

 
Интерполяция/экстраполяция значений мозаики напряжений σz (Nz) для Варианта 2 в пролете 
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Вариант 2. Мозаика напряжений σr (Nx) 

 
Интерполяция/экстраполяция значений мозаики напряжений σr (Nz) для Варианта 2 в пролете 

 
Интерполяция/экстраполяция значений мозаики напряжений σr (Nz) для Варианта 2 на опоре 
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СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Плита толщиной 10м γ=a/h=2 (Вариант 1) 
 

z/h σz / q σх / q (в пролёте) 
Теория ЛИРА-САПР Отношение Теория ЛИРА-САПР Отношение 

1.0 -1.113 -1.013 0.910 -1.036 -0.957 0.927 
0.5 -0.839 -0.863 1.026 -0.395 -0.411 1.041 
0 -0.534 -0.531 0.994 -0.131 -0.120 0.916 

-0.5 -0.180 -0.174 0.972 0.133 0.127 0.955 
-1.0 0.096 0.014 --- 0.531 0.601 1.132 

 

z/h σ*х / q (на опоре) wE / qa 
Теория ЛИРА-САПР Отношение Теория ЛИРА-САПР Отношение 

1.0 2.432 4.511 1.855 -1.156 -1.147 0.992 
0.5 -0.282 -0.162 0.574 -0.990 -0.990 1.000 
0 -0.164 -0.200 1.220 -0.848 -0.844 0.995 

-0.5 -0.241 -0.219 0.909 -0.760 -0.758 0.997 
-1.0 -1.403 -2.008 1.431 -0.709 -0.702 0.990 

 
Плита толщиной 4м γ=a/h=5 (Вариант 2) 

 

z/h σz / q σх / q 
Теория ЛИРА-САПР Отношение Теория ЛИРА-САПР Отношение 

1.0 -1.107 -0.982 0.887 -3.634 -3.400 0.935 
0.5 -0.935 -0.850 0.910 -1.499 -1.652 1.102 
0 -0.488 -0.500 1.025 -0.151 -0.156 1.033 

-0.5 -0.116 -0.150 1.293 1.202 1.334 1.110 
-1.0 0.108 -0.011 - 3.209 3.101 0.966 

 

z/h σ*х / q wE / qa 
Теория ЛИРА-САПР Отношение Теория ЛИРА-САПР Отношение 

1.0 5.939 6.856 1.154 -4.558 -4.551 0.998 
0.5 1.544 1.304 0.845 -4.575 -4.535 0.991 
0 -0.268 -0.217 0.810 -4.543 -4.511 0.993 

-0.5 -1.803 -1.700 0.943 -4.489 -4.445 0.990 
-1.0 -5.866 -6.241 1.064 -4.382 -4.337 0.990 

 
Следует отметить, что эталонное решение является приближенным. Это хорошо видно для 

напряжений σz, на верхней поверхности плиты это напряжение должно равняться q, а на нижней 
поверхности – 0. 
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Раздел 2: УСТОЙЧИВОСТЬ 
 
Тест 2.1  Устойчивость плоской формы изгиба консольной полосы прямоугольного 

сечения под действием поперечной силы, приложенной на свободном торце. 
 
Цель: Определение коэффициента запаса устойчивости консольной полосы прямоугольного 

сечения под действием распределенной поперечной силы, приложенной к свободному торцу.  
 
Формулировка задачи: Определить коэффициент запаса устойчивости консольной полосы. 
 
Описание расчетной схемы: Консольная полоса прямоугольного сечения, загруженная 

распределенной поперечной силой, приложенной к свободному торцу. 

 
 
Аналитическое решение: Л. Д. Ландау, Е. М. Лифшиц Теория упругости, М.: «Наука», 1987, 

стр. 123. 
 
Геометрия: 
Высота поперечного сечения b = 0.5 м; 
Ширина поперечного сечения h = 0.1 м; 
Длина полосы L = 10 м. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 2 х 107 тс/м2; 
Коэффициент Пуассона ν = 0.3. 
 
Граничные условия:  
Связи по всем степеням свободы у левой грани. 
 
Нагрузки:  
f = 20 тс/м. 
 
Примечание: 
Задача решается в пространственной постановке (признак схемы 5). 
Для построения схемы использованы КЭ 41 - универсальный прямоугольный КЭ оболочки.  
Выполнен расчет устойчивости. 
Количество узлов:2211. Количество элементов:2000 
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Результаты расчета: 
 

 
Расчетная схема 

 

 
Форма потери устойчивости 

 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Загружение Искомая 
величина 

Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

1 Коэф. запаса 4.39 4.23018 3.644 
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Тест 2.2  Устойчивость консольного стержня под действием сжимающей силы 
 
Цель: Определение коэффициента запаса устойчивости консольнго стержня под действием 

сжимающей силы, приложенной к свободному концу.  
 
Формулировка задачи: Определить коэффициент запаса устойчивости консольного стержня. 
 
Описание расчетной схемы: Консольный стержень, загруженный продольной сжимающей 

силой, приложенной к свободному концу. 
 

 
 
Аналитическое решение: Л. Д. Ландау, Е. М. Лифшиц Теория упругости, М.: «Наука», 1987, 

стр. 120. 
 
Геометрия: 
Длина L=10м; 
Площадь F=5x10-6м2; 
Момент инерции I=5x10-6м4. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 2 х 107 тс/м2. 
 
Граничные условия:  
Связи по всем степеням свободы в точке А. 
 
Нагрузки:  
F = 1 тc. 
 
Примечание: 
Задача решается в плоской постановке (признак схемы 2 – плоскость XOZ).  
Для описания работы стержня был использован КЭ 2 – КЭ плоской рамы.   
Выполнен расчет устойчивости.  
Количество узлов: 11. Количество элементов: 10. 
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Результаты расчета: 
 

 
Расчетная схема 

 

 
Форма потери устойчивости 

 
 
 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Точка Искомая 
величина 

Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

 Коэф. запаса 2.4674 2.4674 0 
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Тест 2.3  Устойчивость консольного стержня под действием равномерно-распределенной 
сжимающей нагрузки 

 
Цель: Определение коэффициента запаса устойчивости консольнго стержня под действием 

равномерно-распределенной продольной сжимающей нагрузки.  
 
Формулировка задачи: Определить коэффициент запаса устойчивости консольного стержня. 
 
Описание расчетной схемы: Консольный стержень, загруженный равномерно-

распределенной продольной сжимающей нагрузкой. 

 
Аналитическое решение: Л. Д. Ландау, Е. М. Лифшиц Теория упругости, М.: «Наука», 1987, 

стр. 122. 
 
Геометрия: 
Длина L=10м; 
Площадь F=5x10-5м2; 
Момент инерции I=5x10-5м4. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 2 х 107 тс/м2. 
 
Граничные условия:  
Связи по всем степеням свободы в точке А. 
 
Нагрузки: 
 f = 1 тс/м. 
 
Примечание: 
Задача решается в плоской постановке (признак схемы 2 – плоскость XOZ).  
Для описания работы стержня был использован КЭ 2 – КЭ плоской рамы.   
Выполнен расчет устойчивости.  
Количество узлов: 101. Количество элементов: 100. 
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Результаты расчета: 
 

 
Расчетная схема 

 

 
Форма потери устойчивости 

 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Точка Искомая 
величина 

Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

 Коэф. запаса 7.843 7.72111 1.55 

 



80 ЛИРА-САПР. Верификационный отчет. Том II 

Тест 2.4  Устойчивость плоской формы изгиба консольной балки 
 
Цель: Определение коэффициента запаса устойчивости балки под действием нагрузок 

различного характера. 
 
Формулировка задачи: Определить коэффициент запаса устойчивости балки с учетом 

различных условий закрепления свободного конца под действием нагрузок различного характера. 
 
Описание расчетной схемы: Балка с различными условиями закрепления правого конца  

загруженная: 
а) сосредоточенной поперечной силой, приложенной к свободному концу; 
б) изгибающим моментом, приложенным к свободному концу; 
в) равномерно-распределенной поперечной нагрузкой. 
 

 
 

Аналитическое решение: Л. Д. Ландау, Е. М. Лифшиц Теория упругости, М.: «Наука», 1987, 
стр. 123. 

 
Геометрия: 
Длина L=1м; 
Моменты инерции сечения Iу=1.5x10-5м4, Iz=1.333x10-7м4; 
Полярный момент инерции Ik=1.333x10-7м4. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 2 х 107 тс/м2; 
Модуль сдвига G = 0.75 х 107 тс/м2. 
 
Граничные условия:  
Связи по всем степеням свободы в точке А. 
Точка В: вариант 1 – свободный конец; вариант 2 – запрещен поворот uX; вариант 3 – запрещен 

поворот uX и перемещение Y; вариант 4 – запрещены повороты uX и uZ. 
 
Нагрузки:  
f = 1 тс/м, F = 1 тс, My = 1 тс*м. 
 
Примечание: 
Задача решается в пространственной постановке (признак схемы 5).  
Для описания работы балки был использован КЭ 10 - универсальный пространственный 

стержневой КЭ. 
Выполнен расчет устойчивости. 
Количество узлов:100. Количество элементов:101. 
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Результаты расчета: 
 

 
Форма потери устойчивости от действия сосредоточенной силы F при свободном конце 

консоли (вариант 1) 
 

 
Форма потери устойчивости от действия изгибающего момента М при свободном конце 

консоли (вариант 1) 
 

 
Форма потери устойчивости от действия равномерно-распределенной нагрузки f при 

свободном конце консоли (вариант 1) 
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Форма потери устойчивости от действия сосредоточенной силы F при свободном конце 

консоли (вариант 2) 
 

 
Форма потери устойчивости от действия изгибающего момента М при свободном конце 

консоли (вариант 2) 
 

 
Форма потери устойчивости от действия равномерно-распределенной нагрузки f при 

свободном конце консоли (вариант 2) 
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Форма потери устойчивости от действия сосредоточенной силы F при свободном конце 

консоли (вариант 3) 
 

 
Форма потери устойчивости от действия изгибающего момента М при свободном конце 

консоли (вариант 3) 
 

 
Форма потери устойчивости от действия равномерно-распределенной нагрузки f при 

свободном конце консоли (вариант 3) 
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Форма потери устойчивости от действия сосредоточенной силы F при свободном конце 

консоли (вариант 4) 
 

 
Форма потери устойчивости от действия изгибающего момента М при свободном конце 

консоли (вариант 4) 
 

 
Форма потери устойчивости от действия равномерно-распределенной нагрузки f при 

свободном конце консоли (вариант 4) 
  



 ЛИРА-САПР. Верификационный отчет. Том II 85 

СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Нагрузка Искомая 
величина 

Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

Граничное условие 1 
F 

Критическая сила 
4.012 4.0127 0.017 

My/L π 3.14172 0.004 
fL 12.86 12.8539 0.047 

Граничное условие 2 
F 

Критическая сила 
5.54 5.56212 0.400 

My/L π 3.14173 0.004 
fL 15.9 15.946 0.29 

Граничное условие 3 
F 

Критическая сила 
10.3 10.3162 0.157 

My/L 4.5 4.49379 0.134 
fL 33.15 33.1305 0.059 

Граничное условие 4 
F 

Критическая сила 
9.25 9.23025 0.214 

My/L 2π 6.28428 0.018 
fL 23.3 23.3016 0.007 
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Тест 2.5  Устойчивость плоской формы изгиба шарнирно опертой балки 
 
Цель: Определение коэффициента запаса устойчивости шарнирно опертой балки под 

действием нагрузок различного характера. 
 
Формулировка задачи: Определить коэффициент запаса устойчивости балки с учетом 

различных условий закрепления ее концов из плоскости изгиба под действием нагрузок различного 
характера. 

 
Описание расчетной схемы: Свободноопертая балка с различными условиями закрепления 

концов из плоскости изгиба,  загруженная: 
а) сосредоточенной поперечной силой, приложенной в середине пролета; 
б) изгибающими моментами, приложенными к концам; 
в) равномерно-распределенной поперечной нагрузкой во всем пролете; 
г) равномерно-распределенной поперечной нагрузкой в половине пролета. 

 
 
Аналитическое решение: Л. Д. Ландау, Е. М. Лифшиц Теория упругости, М.: «Наука», 1987, 

стр. 123. 
 
Геометрия: 
Длина L=1м; 
Моменты инерции сечения Iу=1.5x10-5м4, Iz=1.333x10-7м4; 
Полярный момент инерции Ik=1.333x10-7м4. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 2 х 107 тс/м2; 
Модуль сдвига G = 0.75 х 107 тс/м2. 
 
Граничные условия:  
Точки А и В:  
вариант 1 – связи, запрещающие перемещения X, Y, Z и поворот uX;  
вариант 2 – связи, запрещающие перемещения X, Y, Z и повороты uX и uZ. 
 
Нагрузки: 
f = 1 тс/м, F = 1 тс, My = 1 тс*м. 
 
Примечание: 
Задача решается в пространственной постановке (признак схемы 5).  
Для описания работы балки был использован КЭ 10 - универсальный пространственный 

стержневой КЭ. 
Выполнен расчет устойчивости. 
Количество узлов:100. Количество элементов:101. 
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Результаты расчета: 
 

 
Форма потери устойчивости от действия сосредоточенной силы F при варианте 

закрепления 1 
 

 
Форма потери устойчивости от действия изгибающего момента М при варианте 

закрепления 1 
 

 
Форма потери устойчивости от действия равномерно-распределенной нагрузки f  по всей 

длине балки при варианте закрепления 1 
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Форма потери устойчивости от действия равномерно-распределенной нагрузки f на 

половине длины балки при варианте закрепления 2 
 

 
Форма потери устойчивости от действия сосредоточенной силы F при варианте 

закрепления 2 
 

 
Форма потери устойчивости от действия изгибающего момента М при варианте 

закрепления 2 
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Форма потери устойчивости от действия равномерно-распределенной нагрузки f  по всей 

длине балки при варианте закрепления 2 
 

 
Форма потери устойчивости от действия равномерно-распределенной нагрузки f на 

половине длины балки при варианте закрепления 2 
 

 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Нагрузка Искомая 
величина 

Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

Граничное условие 1 
F 

Критическая сила 

16.914 16.9357 0.128 
My π 3.14172 0.004 
fL 28.27 28.3168 0.165 

fL/2 27.32 27.3106 0.034 
Граничное условие 2 

F 

Критическая сила 

25.9 25.8945 0.021 
My 2π 6.28422 0.017 
fL 47.6 47.593 0.015 

fL/2 45.3 45.2235 0.169 
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Тест 2.6  Устойчивость балки при кручении 
 
Цель: Определение критической величины крутящего момента, при котором происходит потеря 

устойчивости балки с учетом различных условий закрепления ее концов. 
 
Формулировка задачи: Определить критическую величину крутящего момента с учетом 

различных условий закрепления концов балки. 
 
Описание расчетной схемы: Балка с различными условиями закрепления концов, 

загруженная крутящими моментами. 

 
 
Аналитическое решение: Л. Д. Ландау, Е. М. Лифшиц Теория упругости, М.: «Наука», 1987, 

стр. 121. 
 
Геометрия: 
Длина L=1м; 
Моменты инерции сечения Iу=Iz=5x10-6м4; 
Полярный момент инерции Ik=1x10-6м4. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 2 х 107 тс/м2; 
Модуль сдвига G = 0.8 х 107 тс/м2. 
 
Граничные условия:  
Связь, запрещающая поворот uX в середине пролета балки. 
Связи в точках А и В:  
вариант 1 – связи, запрещающие перемещения X, Y, Z;  
вариант 2 – связи, запрещающие перемещения X, Y, Z и поворот uY;  
вариант 3 – связи, запрещающие перемещения X, Y, Z и повороты uY и uZ; 
 
Нагрузки: 
Mх = 1 тс*м. 
 
Примечание: 
Задача решается в пространственной постановке (признак схемы 5).  
Для описания работы балки был использован КЭ 10 - универсальный пространственный 

стержневой КЭ. 
Выполнен расчет устойчивости. 
Реализованный вариант расчета на общую устойчивость предполагает, что распределение 

усилий в элементах λ0N0 схемы уже известно и требуется отыскать значение числового 
параметра λ0 такое, что при данных усилиях происходит потеря устойчивости λ0N0. Таким 
образом, при заданном крутящем моменте Мх, критический момент, при котором происходит 
потеря устойчивости,  равем Мх,кр= Мх* λ0=1*λ0 тс*м. 

Количество узлов:100. Количество элементов:101. 
 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Граничное 
условие 

Искомая 
величина 

Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

1 Критический 
момент 4.91 4.91192 0.039 

2 Критический 
момент 2π 6.28474 0.025 

3 Критический 
момент 8.987 8.99136 0.048 
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Результаты расчета: 
 

 
Форма потери устойчивости от действия крутящего момента Мх при варианте 

закрепления 1 
 

 
Форма потери устойчивости от действия крутящего момента Мх при варианте 

закрепления 2 
 

 
Форма потери устойчивости от действия крутящего момента Мх при варианте 

закрепления 3 
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Раздел 3: ДИНАМИКА 
 
Тест 3.1  Свободные колебания балки переменного сечения 
 
Цель: Модальный анализ балки переменного сечения. 
 
Формулировка задачи: Определить собственные формы и частоты колебаний балки 

переменного сечения, защемленной на концах. 
 
Описание расчетной схемы: Балка переменного сечения с плотностью материала ρ, 

защемленная на концах.  
 

 
 

Аналитическое решение: Société Française des Mécaniciens – Commission Validation de 
Progiciels de Calcul de Structures, Groupe de travail Dynamique, Paris, 1989. 

 
Геометрия: 
Длина l = АВ = 0.6 м; 
Толщина h = 0.01 м; 
Ширина сечения b0 = 0.03 м; 
Изменение сечения (при α = 1)  b = b0e-2αx. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 2 х 108 тс/м2, 
Коэффициент пуассона v = 0.3,  
Плотность материала ρ = 7800 кг/м3. 
 
Граничные условия:  
Связи по всем степеням свободы плоской задачи в точках А и В. 
 
Нагрузки: 
Вес массы в стержне для модального анализа (b*h*ρ*g). 
 
Примечание: 
Задача решается в плоской постановке (признак схемы 2 – плоскость XOZ). 
Для построения схемы использованы был использован КЭ 2 – КЭ плоской рамы. 
Переменное сечение балки смоделировано за счет набора конечных элементов различной 

ширины. 
Веса масс заданы при помощи нагрузки «Вес распределенной динамической массы» в 

зависимости от ширины сечения элемента. 
Выполнен расчет на динамическое воздействие (модальный анализ). 
Количество узлов:21. Количество элементов:20. 
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Результаты расчета: 
 

 
Расчетная схема с отображением номера жесткости элементов 

 

 
3D вид 

 

 
1-я форма собственных колебаний 
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2-я форма собственных колебаний 

 

 
3-я форма собственных колебаний 

 

 
4-я форма собственных колебаний 
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СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Форма 
N 

Частота, Гц Погрешность,% Аналитическое решение Результаты расчета (ЛИРА-САПР) 

1 143.303 145.826 1.763 

2 396.821 400.276 0.872 

3 779.425 783.284 0.495 

4 1289.577 1293.539 0.307 
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Тест 3.2  Свободные колебания тонкой пластины 
 
Цель: Модальный анализ тонкой пластины. 
 
Формулировка задачи: Определить собственныы формы и частоты колебаний тонкой 

пластины. 
 
Описание расчетной схемы: Квадратная пластина с плотностью материала ρ.  
Расмотренны 2 варианта: 
1) консольная пластина; 
2) пластина, свободная от закреплений. 

 

 
 
Аналитическое решение: M.V. Barton, “Vibration of rectangular and skew cantilever plates”, 

Journal of Applied Mechanics, vol. 18, 1951, p. 129 – 134. 
 
Геометрия: 
Размер стороны a = 1 м; 
Толщина t = 0.01 м. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 2 х 108 тс/м2; 
Коэффициент пуассона v = 0.3; 
Плотность материала ρ = 7800 кг/м3. 
 
Граничные условия:  
Связи по всем степеням свободы у одной грани пластины – для варианта 1. 
 
Нагрузки: 
Вес массы в пластине для модального анализа (h*ρ*g). 
 
Примечание: 
Задача решается в пространственной постановке (признак схемы 5). 
Для обеспечения геометрической неизменяемости в варианте 2 введены во все узлы схемы 

элементы упругих связей (КЭ 56) с жесткостью 1тс/м по направлениям перемещений w, u, v (Z, X, 
Y). 

Для построения схемы использованы КЭ 41 - универсальный прямоугольный КЭ оболочки. 
Выполнен расчет на динамическое воздействие (модальный анализ). 
Веса масс заданы при помощи нагрузки «Вес распределенной динамической массы». 
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Результаты расчета: 
 

 
Расчетная схема (вариант 1 слева, вариант 2 справа) 

 

 
Вариант 1.1-я форма собственных колебаний 

 

 
Вариант 1.2-я форма собственных колебаний 
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Вариант 1.3-я форма собственных колебаний 

 

 
Вариант 1.4-я форма собственных колебаний 

 

 
Вариант 1.5-я форма собственных колебаний 
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Вариант 1.6-я форма собственных колебаний 

 

 
Вариант 2.7-я форма собственных колебаний 

 

 
Вариант 2.8-я форма собственных колебаний 
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Вариант 2.9-я форма собственных колебаний 

 

 
Вариант 2.10-я форма собственных колебаний 

 

 
Вариант 2.11-я форма собственных колебаний 
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Вариант 2.12-я форма собственных колебаний 

 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 

 

Форма 
№ 

Частота, Гц 
Погрешность,% Аналитическое решение Результаты расчета 

(ЛИРА-САПР) 
Плита, защемленная с одной стороны 

1 8.7266 8.6693 0.657 
2 21.3042 21.2101 0.442 
3 53.5542 52.9726 1.086 
4 68.2984 67.5004 1.168 
5 77.7448 76.9651 1.003 
6 136.0471 134.1254 1.413 

Свободная плита 
1, 2, 3, 4, 5, 6 0 0.3961 - 

7 33.7119 33.5543 0.467 
8 49.4558 48.5781 1.775 
9 61.0513 60.2755 1.271 

10 87.5160 86.2464 1.451 
11 87.5160 86.2464 1.413 
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Тест 3.3  Свободные колебания шарнирно опертой прямоугольной плиты 
 
Цель: Модальный анализ пластины. 
 
Формулировка задачи: Определить собственные формы и частоты колебаний шарнирно 

опертой пластины. 
 
Описание расчетной схемы: Прямоугольная шарнирно опертая пластина с плотностью 

материала ρ.  
 

 
 
Аналитическое решение: M.V. Barton, “Vibration of rectangular and skew cantilever plates”, 

Journal of Applied Mechanics, vol. 18, 1951, p. 129 – 134. 
 
Геометрия: 
Длина: a = 1.5 м; 
Ширина: b = 1 м; 
Толщина: t = 0.01 м. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 2 х 108 тс/м2; 
Коэффициент пуассона v = 0.3; 
Плотность материала ρ = 7800 кг/м3. 
 
Граничные условия:  
Связи по направлению степени свободы на перемещение вдоль оси w (Z). 
 
Нагрузки: 
Вес массы в пластине для модального анализа (h*ρ*g). 
 
Примечание: 
Задача решается в плоской постановке (признак схемы 3 – плоскость XOY). 
Для построения схемы использованы КЭ 11 - прямоугольный КЭ плиты.  
Выполнен расчет на динамическое воздействие (модальный анализ). 
Веса масс заданы при помощи нагрузки «Вес распределенной динамической массы». 
Количество узлов:400. Количество элементов:441. 

  



 ЛИРА-САПР. Верификационный отчет. Том II 103 

Результаты расчета: 
 

 
Расчетная схема 

 

 
1-я форма собственных колебаний 

 

 
2-я форма собственных колебаний 
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3-я форма собственных колебаний 

 

 
4-я форма собственных колебаний 

 

 
5-я форма собственных колебаний 
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6-я форма собственных колебаний 

 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Форма 
№ 

Частота, Гц Погрешность,% Аналитическое решение Результаты расчета (ЛИРА-САПР) 
1 35.63 35.59 0.112 
2 68.51 68.37 0.204 
3 109.62 109.46 0.146 
4 123.32 123.01 0.251 
5 142.51 141.76 0.526 
6 197.32 195.72 0.811 
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Тест 3.4  Свободные колебания консольной цилиндрической оболочки 
 
Цель: Модальный анализ оболочки. 
 
Формулировка задачи: Определить собственные формы и частоты колебаний консольной 

оболочки. 
 
Описание расчетной схемы: Консольная оболочка с плотностью материала ρ.  
 

 
 
Аналитическое решение: P. Geoffroy, Développement et évaluation d’un élément fini pour 

l’analyse non linéaire statique et dynamique des coques minces, Thèse de doctorat d’ingénieur, Université 
de Technologie de Compiègne, Division MNM, 1983. 

 
Геометрия: 
Центральный угол α = 0.5 рад; 
Длина дуги направляющей AD = 0.3048 м;  
Длина образующей L = 0.3048 м; 
Толщина t = 3.048х10-3м; 
Радиус r = 2L = 0.6096м. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 2.0685 х 108 тс/м2; 
Коэффициент Пуассона v = 0.3; 
Плотность материала ρ = 7857.2 кг/м3. 
 
Граничные условия:  
Связи по всем степеням свободы по дуге AD. 
 
Нагрузки:  
Вес массы в пластине для модального анализа (h*ρ*g). 
 
Примечание: 
Задача решается в пространственной постановке (признак схемы 5). 
Для построения схемы использованы КЭ 41 - универсальный прямоугольный КЭ оболочки. 
Выполнен расчет на динамическое воздействие (модальный анализ). 
Веса масс заданы при помощи нагрузки «Вес распределенной динамической массы». 
Количество узлов:400. Количество элементов:441. 
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Результаты расчета: 
 

 
Расчетная схема 

 

 
1-я форма собственных колебаний 

 

 
2-я форма собственных колебаний 
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3-я форма собственных колебаний 

 

 
4-я форма собственных колебаний 

 

 
5-я форма собственных колебаний 
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6-я форма собственных колебаний 

 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Форма 
№ 

Частота, Гц Погрешность,% Аналитическое решение Результаты расчета (ЛИРА-САПР) 
1 85.6 85.982 0.446 
2 134.5 138.581 3.034 
3 259 245.976 5.029 
4 351 342.087 2.539 
5 395 384.836 2.573 
6 531 522.564 1.589 
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Тест 3.5  Задача Ховгаарда 
 
Цель: Модальный анализ пространственного трубопровода, защемленного по торцам. 
 
Формулировка задачи: Определить собственные формы и частоты колебаний 

пространственного трубопровода, защемленного по торцам. 
 
Описание расчетной схемы: Пространственный стальной трубопровод, составленный из трех 

последовательно соединенных и взаимно ортогональных прямых участков, соединенных отводами, 
защемленный по торцам и заполненный водой.  

 
 

Аналитическое решение: W. Hovgaard, “Stress in three dimensional pipe-bends”, Transactions of 
ASME, vol. 57, FSP 75 – 12, p. 401 – 416. 

 
Геометрия: 
Радиус изгиба R = 0.922 м. 
 
Сечение: 
площадь A = 0.3439 x 10-2 м2; 
толщина стенки e = 0.00612 м; 
внешний радиус Re = 0.0925 м; 
внутренний радиус Ri = 0.08638 м; 
моменты инерции прямого участка IY = IZ = 0.1377 x 10-4 м4; 
моменты инерции изогнутого участка IY = IZ = 0.5887 x 10-5 м4; 
полярный момент инерции прямого участка Iр = 0.2754 x 10-4 м4; 
полярный момент инерции изогнутого участка Iр = 0.1177 x 10-5 м4. 
 
Характеристика материала: 
Модуль упругости Е = 1.685х108 тс/м2; 
Коэффициент Пуассона v = 0.3; 
Плотность стали ρs = 7833 кг/м3; 
Плотность воды ρw = 996 кг/м3; 
Плотность трубы, заполненной водой, приведенной к толщине стенки трубы: 
ρ = (π(Re2-Ri2)*ρs + π*Ri2*ρw)/(π(Re2-Ri2)) = 14621.48 кг/м3  
 
Граничные условия: 
Связи по всем степеням свободы в точках А и В. 
 
Нагрузки: 
Вес масс стержня для модального анализа (А*ρ*g). 
 
Примечание: 
Задача решается в пространственной постановке (признак схемы 5). 
Для построения схемы использованы КЭ 10 - универсальный пространственный 

стержневой КЭ. 
Выполнен расчет на динамическое воздействие (модальный анализ). 
Количество узлов:42. Количество элементов:43. 
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Результаты расчета: 

 
1-я (слева) и 2-я (справа) формы собственных колебаний 

 

 
3-я (слева) и 4-я (справа) формы собственных колебаний 

 

 
5-я (слева) и 6-я (справа) формы собственных колебаний 
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7-я (слева) и 8-я (справа) формы собственных колебаний 

 

 
9-я  форма собственных колебаний 

 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Форма 
№ 

Частота, Гц Погрешность,% Аналитическое решение Результаты расчета (ЛИРА-САПР) 
1 10.18 9.90 2.75 
2 19.54 19.31 1.18 
3 25.47 24.30 4.59 
4 48.09 46.38 3.55 
5 52.86 50.84 3.82 
6 75.94 81.94 7.90 
7 80.11 84.00 4.85 
8 122.34 124.72 1.94 
9 123.15 127.84 3.81 
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Тест 3.6  Колебания клинообразной консоли 
 
Цель: Модальный анализ клинообразной консоли. 
 
Формулировка задачи: Определить собственные формы и частоты колебаний клинообразной 

консоли. 
 
Описание расчетной схемы: Клинообразная консоль с плотностью материала ρ.  
 

 
 
Аналитическое решение: S. Timoshenko, D. H. Young, Vibration Problems in Engineering, 

3rd Edition, D. Van Nostrand Co., Inc., New York, NY, 1955, pg. 392, article 62. 
 
Геометрия: 
Вылет l = 16 м; 
Высота сечения в заделки 2b = 4м; 
Толшина t = 1 м. 
 
Характеристика материала: 
Модуль упругости Е = 30 x 106 тс/м2;  
Коэффициент Пуассона ν = 0.0; 
Плотность материала ρ = 0.000728 т/м3. 
 
Граничные условия:  
Связи по всем степеням свободы для КЭ плиты по линии x = l. 
 
Нагрузки:  
Вес массы в пластине для модального анализа (h*ρ*g). 
 
Примечание: 
Задача решается в плоской постановке (признак схемы 3 – плоскость XOY). 
Для построения схемы использованы КЭ 19 - четырехугольный КЭ плиты и КЭ 12 - 

треугольный КЭ плиты. 
Выполнен расчет на динамическое воздействие (модальный анализ). 
Веса масс заданы при помощи нагрузки «Вес распределенной динамической массы». 
Количество узлов:207.Количество элементов:248. 
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Результаты расчета: 
 

 
1-я форма собственных колебаний 

 
 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Форма 
№ 

Частота, Гц 
Погрешность,% 

Аналитическое решение Результаты расчета (ЛИРА-САПР) 

1 259.16 260.59 0.55 
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Тест 3.7  Динамическая задача при импульсном воздействии 
 
Цель: Динамический анализ линейного осцилятора при имульсном воздействии. 
 
Формулировка задачи: Определить перемещение присоединенной массы системы «пружина-

демпфер-масса» при воздействии равномерно распределенного импульса в момент времени Т. 
 
Описание расчетной схемы: К линейному осциллятору приложено импульсное воздействие.  
 

  
 
Аналитическое решение: W. T. Thomson, Vibration Theory and Applications, 2nd Printing, 

Prentice-Hall, Inc., Englewood Cliffs, NJ, 1965, pg. 99, article 4.1. 
 
Геометрия: 
Длина L=1м. 
 
Характеристика материала:  
Жесткость осциллятора k = 200 тс/м. 
 
Граничные условия:  
Связи по всем степеням свободы в точке 1 (u1 = v1 =  0). 
 
Нагрузки: 
Вес присоединенной массы m = 0.5 тс*с2/м. 
 
Примечание: 
Задача решается в плоской постановке (признак схемы 2 – плоскость XOZ). 
Для построения схемы использованы КЭ 1 – КЭ плоской фермы. 
Выполнен расчет динамики во времени. 
При расчете определялись: 
 – вариант 1: максимальное перемещение присоединенной массы в момент времени Т=0,08с, 

при коэффициенте затухания ξ=0; 
– вариант 2: перемещение присоединенной массы в момент времени Т=0,1с, при 

коэффициенте за 
 перемещение присоединенной массы в момент времени Т=0,1с, при коэффициенте 

затухания ξ=0.7. 
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Результаты расчета: 
 

 
Расчетная схема 

 

 
Вариант 1. График изменения перемещений мм (время воздействия Т=0,085с). На графике 

обозначено максимальное перемещение присоединенной массы  в момент времени Т=0,08с 
 

 
Вариант 2. График изменения перемещений мм (время воздействия Т=0,1с) 

 

 
Вариант 3. График изменения перемещений мм (время воздействия Т=0,1с) 

 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Время Искомая величина Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

Т=0,08с Ymax, м (коэф. затухания ξ=0) 0,99957 0,999989 0,04 

Т=0,1с 
Y, м (коэф. затухания ξ=0) 0,9093 0,920 1,1 

Y, м (коэф. затухания ξ=0,7) 0,3418 0,347 1,49 
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Тест 3.8  Расчет системы с одной степенью свободы по акселерограмме 
 
Цель: Динамический анализ линейного осциллятора при сейсмическом воздействии в виде 

акселерограммы. 
 
Формулировка задачи: Определить горизонтальное перемещение линейного осциллятора при 

сейсмическом воздействии в момент времени 0,2с.  
 
Описание расчетной схемы: Вдоль линейного осциллятора действует сейсмическое 

воздействие, заданное в виде акселерограммы.  
 

 
 

Аналитическое решение: W. T. Thomson, Vibration Theory and Applications, 2nd Printing, 
Prentice-Hall, Inc., Englewood Cliffs, NJ, 1965, pg. 99, article 4.1. 

 
Характеристика материала:  
Погонная жесткость EF/l=89.29тс/м; 
Присоединенная масса m=1.7858 тс с2/м; 
Постоянная (коэффициент) затухания С=3.5716тс с/м. 
 
Граничные условия: 
Жесткое защемление стержня 
 
Нагрузки: 
 

 
 
Примечание: 
Для построения схемы использованы КЭ 55 – упругая связь между узлами. 
Выполнен расчет на динамическое воздействие в 2-х вариантах: 
1. Модуль 27 – сейсмическое воздействие по однокомпонентной акселелограмме. 

Параметр затухания (коэффициент диссипации) был определен по формуле ξ=С/(2mω), 
где ω=7,07рад/с – круговая частота колебаний. 

2. Прямое интегрирование уравнений движения во времени. 
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Результаты расчета: 
 

 
Расчетная схема 

 

 
Мозаика перемещений по варианту 1 

 

 
График изменения перемещений по варианту 2 

 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Время Искомая величина Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

Вариант 1 Вариант 2 
t=0,2с Xmax, мм 13,668 13,7909 13,680 0,90 0,088 
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Тест 3.9  Развитие перемещений вдоль стержня со свободными концами под действием 
импульса 

 
Цель: Динамический анализ стержня со свободными концами при имульсном воздействии. 
 
Формулировка задачи: Определить перемещение конца стержня при действии 

распределенного импульса в момент времени Т=0,24с. 
 
Описание расчетной схемы: К стержню со свободными концами приложено импульсное 

воздействие.  
 

 
 
Аналитическое решение: S. Timoshenko, D. H. Young, Vibration Problems in Engineering, 3rd 

Edition, D. Van Nostrand Co., Inc., New York, NY, 1955, pg. 311, problem 2. 
 
Геометрия: 
Длина стержня l =  48000in=1219.2 м; 
Площадь поперечного сечения А = 2 in2=0.00129032м2,  
Ускорение свободного падения g = 386 in/с2=9.8м/с2. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 30 x 106psi=2.1092*107тс/м2,  
Плотность материала γ = 0.278lb/in3=7.695 т/м3,  
Погонная масса ρ = γ/g = 0.78522 тс*с2/м 
 
Граничные условия:  
Без закреплений. 
 
Нагрузки: 
F1 = 2.7216тс. 

 
Примечание: 
Задача решается в плоской постановке (признак схемы 1 – плоскость XOZ). 
Для построения схемы использованы КЭ 1 – КЭ плоской фермы. 
Выполнен расчет динамики во времени. 
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Результаты расчета: 
 

 
Расчетная схема с отображением типа КЭ 

 

 
График изменения перемещений м 

 
 
РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТА: 
 

Точка Искомая величина Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

x = l Перемещение u, м 4,8*0.0254=0.12192 0,124483 2,10 
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Тест 3.10  Динамическая односторонняя контактная задача для квадратной пластины 
 
Цель: Динамический анализ квадратной пластины на одностороннем упругом основании. 
 
Формулировка задачи: Определить максимальные перемещения точек с координатами (0;0), 

(1;1), (5;5). 
 
Описание расчетной схемы: По краю пластины приложена мгновенная нагрузка Р, в центре 

Р1, в точке Е нагрузка . Пластина имеет ограниченную зону контакта с односторонним основанием.  
 

 
 
Численное решение: П. Панагиотопулос Неравенства в механике и  их приложения, Москва: 

«Мир», 1989, стр. 408 - 415. 
 
Геометрия: 
Размер зоны контакта b = 4 м; 
Расстояние от края зоны контакта до края пластины а = 1 м; 
Толщина пластины h = 0.05 м. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 4 х 107 тс/м2; 
Коэффициент Пуассона ν = 0.16; 
Плотность ρg = 2.5 тс/м3; 
Ускорение свободного падения g = 9.81 м/с2; 
Коеффициент жесткости одностороннего основания k = 3 x 10 4 тс/м3. 
 
Граничные условия:  
По квадрату RSPQ – одностороннее упругое основание (сжатие). 
 
Нагрузки:  
P = 5 тс/м; в точке А – Р1 = 200 тс; м в точке Е – сила  

 
 
Примечание: 
Задача решается в плоской постановке (признак схемы 3 – плоскость XOY). 
Рассчитывается ¼ плиты с граничными условиями симметрии. 
Для построения схемы использованы КЭ 11 - прямоугольный КЭ плиты, КЭ 261-одноузловой 

КЭ односторонней упругой связи. Жесткость КЭ 261 определена через размер КЭ пластины. 
Выполнен расчет динамики во времени. 
Количество узлов:4181. Количество элементов:2601. 
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Результаты расчета: 

 
Расчетная схема (на схеме все связи симметрии условно не показаны) 

 

 
График изменения перемещений точки (0;0) мм 

 

 
График изменения перемещений точки (1;1)  мм 

 

 
График изменения перемещений точки (5;5)  мм 
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СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Точка Искомая 
величина 

Численное 
решение 

Результаты расчета (ЛИРА-
САПР) Погрешность,% 

(0;0) wmax, м 3.95 х 10-2 
(t = 4.9 x 10-3 c) 

4.068 х 10-2 
(t = 4.87 x 10-3 c) 2.99 (0.61) 

(1;1) wmax, м 6.75 х 10-3 
(t = 1.5 x 10-2 c) 

6.225 х 10-3 
(t = 1.40 x 10-2 c) 7.78 (6.67) 

(5;5) wmax, м 5.55 х 10-2 
(t = 2 x 10-2 c) 

6.045 х 10-2 
(t = 2 x 10-2 c) 8,92 (0) 
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Раздел 4: ФИЗИЧЕСКАЯ НЕЛИНЕЙНОСТЬ 
 
Тест 4.1  Жесткая балка на подвесках 
 
Цель: Определение напряженно-деформированного состояния системы, представляющей 

собой абсолютно жесткую и прочную балку на трех нелинейно упругих подвесах. 
 
Формулировка задачи: Определить перемещения балки и усилия в подвесах. 
 
Описание расчетной схемы: Абсолютно жесткая балка на трех упругопластических подвесах, 

загруженная сосредоточенной силой. 
 

 
Аналитическое решение: B. Halphen et J. Salencon, Elastoplasticité, Presses de l’ENPC. 
 
Геометрия: 
Длина подвесов AA’= ВВ’= СС’=1м; 
Расстояние между подвесами AВ=ВС=1м; 
Площадь поперечного сечения подвесов S = S(1) = S(2) = S(3) = 10-4 м2. 
 
Характеристика материала: 
Диаграмма работы подвесов: 

 
Напряжения изменения модуля упругости  σY = 400 МПа; 
Модуль упругости на 1м участке работы Е = 2,1 х 105 МПа; 
Модуль упругости на 2м участке работы ЕТ = 0,25 х 105 МПа. 
 
Граничные условия:  
Связи по всем степеням свободы в точках А’, B’, C’. 
 
Нагрузки:  
Сосредоточенная сила Q = (13/7)σYS приложена в средине пролета ВС. 
 
Примечание: 
Задача решается в плоской постановке (признак схемы 2 – плоскость XOZ). Для описания 

работы подвесок использован КЭ 201 - физически нелинейный стержневой КЭ плоской фермы. Для 
описания работы балки – КЭ 2 – КЭ плоской рамы. 

Т.к. в узлах КЭ 201 две степени свободы – перемещения вдоль глобальных осей X и Z, то эти 
элементы соединяются в узлах шарнирно. 

Для решения нелинейной задачи организован шаговый процесс (кол-во шагов=100, 
минимальное число итераций=300). 

Количество узлов:6. Количество элементов:5. 
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Результаты расчета: 
 

 
Расчетная схема с отображением типов КЭ 

 

 
Мозаика усилий в подвесах 

 

 
Мозаика вертикальных перемещений балки 
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СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Точка Искомая 
величина 

Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

А N1, кН 4.16 4.386 5.43 
В N2, кН 28.762 28.37 1.36 
С N3, кН 41.333 41.53 0.48 
А δ1, м 1.995 x 10-4 2.089 x 10-4 4.71 
В δ2, м 13.696 x 10-4 13.510 x 10-4 1.36 
С δ3, м 25.397 x 10-4 24.930 x 10-4 1.84 
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Тест 4.2  Железобетонная плита перекрытия под распределенной нагрузкой 
 
Цель: Определение напряженно-деформированного состояния железобетонной плиты с 

учетом неупругой работы бетона. 
 
Формулировка задачи: Определить неупругий прогиб плиты, а также предельный изгибающий 

момент. 
 
Описание расчетной схемы: Свободноопертая плита, загруженная равномерно 

распределенной нагрузкой. 
 

 
 
Аналитическое решение: ЦНИИпромзданий НИИЖБ Госстроя СССР. Пособие по 

проектированию бетонных и железобетонных конструкций без предварительного напряжения 
арматуры (к СНиП 2.03.01-84), Москва, 1986, стр. 139. 

 
Геометрия: 
Пролет l = 3.1м; 
Ширина b = 1 м; 
Толщина h = 0.12 м; 
Рабочая высота сечения h0 = 0.105 м 
 
Характеристика материала: 
Бетон тяжелый марки В25: Еb = 2.7 х 104 МПа, Rbt,ser = 1.6 МПа, ν = 0.2. 
Растянутая арматура класса А-II: ЕS = 2.1 х 105 т/м2; 
площадь арматуры: AS = 393 мм2. 
для построения диаграммы деформирования к исходным данным в источнике добавляем: 
для бетона – Rb,ser = 18.5 МПа, ε(-) = -0.002, ε(+) = 0.0001 
для арматуры – Rs ser = 295 МПа, ε(-) = -0.025, ε(+) = 0.025 
 
Граничные условия:  
Свободное опирание. 
 
Нагрузки:  
Равномерно распределенная нагрузка q = 6 кН/м2 (постоянная + длительная). 
 
Примечание: 
Для построения схемы использованы КЭ 241 - физически нелинейный универсальный 

прямоугольный КЭ оболочки.  
Закон нелинейного деформирования материалов:  

бетон - 25- экспоненциальная зависимость для железобетона ТВ  нормативная прочность; 
арматура - 11 - экспоненциальная зависимость. 
 Параметры арматуры:  
арматура стержневого типа (физический эквивалент сетки). 
эквивалентная толщина стержневой арматуры сетки по оси Y (Hy)=0/0393см; 
эквивалентная толщина стержневой арматуры сетки по оси X (Hx)=0см; 
привязка сетки к серединной поверхности (z)=-4/5см. 
 Для решения нелинейной задачи организован шаговый процесс (кол-во шагов = 100, 
минимальное число итераций=300). 
 Количество узлов:1240. Количество элементов:1323. 
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Результаты расчета: 
 

 
Мозаика перемещений по Z 

 
 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Точка Искомая величина Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

l/2 

Прогиб δ, мм 12.1 13.4 10.74 

М, кНм 7.2 7.21 0.14 
Предельный момент 

Ми, тм 11.82 11.68 1.18 

 
Предельный момент, воспринимаемый плитой: 

Mu=Rb*b*x(h-x/2)=18500*1*0.00627(0.105-0.00627/2)=11.82кНм 
где х – высота сжатой зоны: 

х=(Rs*As/Rb*b)=295000*0.000393/(18500*1)=0.00627м 
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Тест 4.3  Железобетонная балка под распределенной нагрузкой 
 
Цель: Определение напряженно-деформированного состояния железобетонной балки с учетом 

неупругой работы бетона. 
 
Формулировка задачи: Определить неупругий прогиб балки, а также предельный изгибающий 

момент. 
 
Описание расчетной схемы: Свободноопертая балка, загруженная равномерно 

распределенной нагрузкой. 
 

 
 
Аналитическое решение: ЦНИИпромзданий НИИЖБ Госстроя СССР. Пособие по 

проектированию бетонных и железобетонных конструкций из тяжелых и легких бетонов без 
предварительного напряжения арматуры (к СНиП 2.03-84), Москва, 1986, стр. 139. 

 
Геометрия:  
Пролет l = 3.1м; 
Ширина сечения b = 1 м; 
Высота сечения h = 0.12 м; 
Рабочая высота сечения h0 = 0.105 м 
 
Характеристика материала: 
Бетон тяжелый марки В25: Еb = 2.7 х 104 МПа, Rbt,ser = 1.6 МПа, ν = 0.2  
Растянутая арматура класса А-II: ЕS = 2.1 х 105 МПа; 
площадь арматуры: AS = 393 мм2. 
для построения диаграммы деформирования к исходным данным в источнике добавляем:  
для бетона – Rb,ser = 18.5 МПа, ε(-) = -0.002, ε(+) = 0.0001 
для арматуры – Rs ser = 295 МПа, ε(-) = -0.025, ε(+) = 0.025 
 
Граничные условия:  
Свободное опирание. 
 
Нагрузки:  
Равномерно распределенная нагрузка q = 6 кН/м (постоянная + длительная). 

 
Примечание: 
Для построения схемы использованы КЭ 210 - физически нелинейный универсальный 

пространственный стержневой КЭ. 
Закон нелинейного деформирования материалов:  

бетон - 25- экспоненциальная зависимость для железобетона  нормативная прочность; 
арматура - 11 - экспоненциальная зависимость. 
 Параметры арматуры:  
листовая горизонтальная без защитного слоя. 
площадь арматуры As=3.93см2,  
привязка арматуры к нижней грани сечения a =1.5см. 
 Дробление сечения на элементарные прямоугольники (10х10) 
 Для решения нелинейной задачи организован шаговый процесс (кол-во шагов = 100, 
минимальное число итераций=300). 
 Количество узлов:62. Количество элементов:63. 
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Результаты расчета: 
 

 
Мозаика перемещений по Z 

 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Точка Искомая величина Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

l/2 

Прогиб δ, мм 12.1 13.4 10.74 

М, кНм 7.2 7.21 0.14 
Предельный момент 

Мu, кНм 11.82 11.68 1.18 
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Раздел 5: КОНСТРУКТИВНАЯ НЕЛИНЕЙНОСТЬ 
Тест 5.1  Консольный стержень на односторонних опорах 
 
Цель: Определение напряженно-деформированного состояния балки на односторонних 

опорах. 
 
Формулировка задачи: Определить реакции односторонних опор или прогибы по 

направлению их установки. 
 
Описание расчетной схемы: Трехпролетная балка с заделкой одного торца и тремя жесткими 

односторонними опорами, работающими на сжатие, под действием сосредоточенных сил, 
приложенных к опорам. 

 

 
 
Аналитическое решение: А. В. Перельмутер, В. И. Сливкер Расчетные модели сооружений и 

возможность их анализа, Киев: «Сталь», 2002, стр. 122. 
 
Геометрия: 
См. схему выше. 
 
Характеристика материала: 
Изгибная жесткость стержня ЕI=44.5 тс⋅м2; 
Погонная жесткость односторонних связей EF/l = 106 тс/м. 
 
Граничные условия:  
Узел 1 – связи по вем степеням свободы для признака схемы 2, узел 2 – односторонняя связь, 

препятствующая перемещению вверх, узлы 3 и 4 – односторонние связи, препятствующие 
перемещению вниз. 

 
Нагрузки:  
F2 = 0.70707 тс, F3 = -4.3597 тс, F4 = 2.1155 тс. 
 
Примечание: 
Задача решается в плоской постановке (признак схемы 2 – плоскость XOZ) 
Для построения схемы использованы КЭ 2 – КЭ плоской рамы (консоль) и КЭ 261 - 

одноузловой КЭ односторонней упругой связи (односторонние опоры). 
Для решения нелинейной задачи организован шаговый процесс (кол-во шагов=1, минимальное 

число итераций=1000). 
Количество узлов:13. Количество элементов:15. 

  



132 ЛИРА-САПР. Верификационный отчет. Том II 

Результаты расчета: 
 

 
Расчетная схема с обозначенными типами КЭ 

 

 
Эпюра прогибов 

 

 
Мозаика усилий в элементах односторонних связей 

 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Точка Искомая 
величина 

Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

3 w, м 0.0772 0.077341 0.18 
2 R1, т 3.7872 3.8594 1.91 
4 R3, т 0.5302 0.5271 0.59 
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Тест 5.2  Система с односторонними пружинами 
 
Цель: Определение напряженно-деформированного состояния односторонних пружин, 

раскрепляющих абсолютно жесткое тело. 
 
Формулировка задачи: Определить реакции пружин, работающих только на растяжение. 
 
Описание расчетной схемы: Абсолютно твердое тело (квадрат) под действием 

сосредоточенной силы, раскрепленое по углам пружинами одинаковой жесткости, работающими 
только на растяжение. 

 

  
 

Аналитическое решение: А. В. Перельмутер, В. И. Сливкер Расчетные модели сооружений и 
возможность их анализа, Киев: «Сталь», 2002, стр. 123. 

 
Геометрия: 
Габаритные разметы тела L=20м; 
Толщина h=1м; 
Угол наклона пружин к горизонту α=30°. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости тела Е = 2 х 107 тс/м2; 
Жесткость пружин EF/l = 108 тс/м. 
 
Граничные условия:  
Односторонние связи. 
 
Нагрузки:  
P = 10 тс. 
 
Примечание: 
Задача решается в плоской постановке (признак схемы 1 – плоскость XOZ).  
Для построения схемы использованы КЭ 21 – прямоугольный КЭ плоской задачи (балка-

стенка) и КЭ 262 - двухузловой КЭ односторонней упругой связи между узлами. 
Для решения нелинейной задачи организован шаговый процесс (кол-во шагов=1, минимальное 

число итераций=1000). 
Количество узлов – 10. Количество элементов – 6. 
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Результаты расчета: 
 

 
Расчетная схема с обозначенными типами КЭ 

 

 
Мозаика усилий в элементах односторонних связей 

 
 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Точка Искомая 
величина 

Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

 N1, т 12.44 12.44 0 
 N2, т 0.893 0.895 0.22 
 N3, т 5.77 5.775 0.09 
 N4 = N5, т 0 0 0 
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Тест 5.3  Круглая плита на одностороннем упругом основании 
 
Цель: Определение деформированного состояния круглой плиты на одностороннем упругом 

основании. 
 
Формулировка задачи: Определить угол поворота края круглой плиты и размер зоны контакта 

при различном значении изгибающего момента. 
 
Описание расчетной схемы: Тонкая круглая пластина на одностороннем упругом основании, 

загруженная равномерно распределенной нагрузкой и изгибающим моментом вдоль края. 
 

 
 

Аналитическое и численное решения: П. Панагиотопулос Неравенства в механике и их 
приложения, Москва: «Мир», 1989, стр. 384. 

 
Геометрия: 
Радиус R = 6 м; 
Толщина h = 0.06 м. 
 
Характеристика материала:  
Молуль упругости Е = 2.1 х 108 кН/м2; 
Коэффициент Пуассона ν = 0. 
 
Граничные условия:  
Одностороннее упругое основание  С1 = 1 х 108 кН/м3. 
 
Нагрузки:  
Равномерно распределенная нагрузка q = 0.6 кН/м2, 
Распределенный по краю момент M = 0.0675α кНм/м. 
 
Примечание: 
Задача решается в пространственной постановке.  
Рассмотрен фрагмент пластины (сектор с центральным углом ≈6°). Отсеченная часть 

плиты моделируется связями симметрии. 
Для построения схемы использованы КЭ 44 - универсальный четырехугольный КЭ оболочки. 
Односторонняя работа упругого основания смоделирована 2-мя вариантами: 
1 – односторонними коэффициентами постели; 
2 – КЭ 261 - одноузловой КЭ односторонней упругой связи. 
Для решения нелинейной задачи организован шаговый процесс (кол-во шагов=1, минимальное 

число итераций: 1 загружение =500, 2-7 загружение=20000). 
Количество узлов:201. Количество элементов:100. 
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Результаты расчета: 
 

 
Вариант 1. Мозаика углов поворота при α = 1 

 

 
Вариант 1. Мозаика углов поворота при α = 2 

 

 
Вариант 1. Мозаика углов поворота при α = 3 
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Вариант 1. Мозаика углов поворота при α = 4 

 

 
Вариант 1. Мозаика углов поворота при α = 5 

 

 
Вариант 1. Мозаика углов поворота при α = 5.1 
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Вариант 2. Мозаика углов поворота при α = 1 

 

 
Вариант 2. Мозаика углов поворота при α = 2 

 

 
Вариант 2. Мозаика углов поворота при α = 3 
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Вариант 2. Мозаика углов поворота при α = 4 

 

 
Вариант 2. Мозаика углов поворота при α = 5 

 

 
Вариант 2. Мозаика углов поворота при α = 5.1 
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Вариант 1. Зона контакта при α = 1 

 

 
Вариант 1. Зона контакта при α = 2 

 

 
Вариант 1. Зона контакта при α = 3 
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Вариант 1. Зона контакта при α = 4 

 

 
Вариант 2. Зона контакта при α = 1 

 

 
Вариант 2. Зона контакта при α = 2 
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Вариант 2. Зона контакта при α = 3 

 

 
Вариант 2. Зона контакта при α = 4 

 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

α Искомая 
величина 

Аналитическое 
решение 

Численное 
решение 

Результаты расчета 
 (ЛИРА-САПР) 

Погрешность,% 
(в сравнении с 
аналитическим 
решением) 

Вариант 1 Вариант 2 Вариант 1 Вариант 2 
1 

ϕ, рад x 
105 

7,5 7,29 6.85 6.85 8.67 8.67 
2 23,0 22,236 21.151 21.137 8.04 8.10 
3 43,9 43,18 41.992 41.976 4.35 4.38 
4 71,5 72,38 69.855 69.874 2.30 2.27 
5 107,14 107,18 103.99 103.99 2.94 2.94 

5,1 126,5 126,12 107.32 107.84 15.16 14.75 
1 

Область 
контакта, 

r, м 

3,78 3,70 3.78 3.78 0.00 0.00 
2 2,64 2,58 2.64 2.58 0.00 2.27 
3 1,56 1,62 1.62 1.56 3.85 0.00 
4 0,54 0,60 0.6 0.60 11.11 11.11 
5 0 0 0 0 0 0 

5,1 нет контакта нет 
контакта 

нет 
контакта нет контакта 0 0 

Выводы: Сравнение результатов расчета показывает, что угол и область контакта в обоих 
вариантах практически совпадают, что свидетельствует о правильности реализованного в ПК ЛИРА-
САПР метода моделирования одностороннего упругого основания.  
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Тест 5.4  Контактная задача для цилиндра 
 
Цель: Определиние деформированного состояния цилиндрической трубы под действием 

давления грунта. 
 
Формулировка задачи: Определить размер зоны контакта и радиальное смещение низа 

трубы. 
 
Описание расчетной схемы: Труба подвергается действию давления грунта. 
 

 
 
Численное решение: П. Панагиотопулос Неравенства в механике и  их приложения, Москва: 

«Мир», 1989, стр. 387. 
 
Геометрия:  
Радиус r = 1.315 м; 
Тощина стенки h = 0.04 м. 
 
Характеристика материала:, 
Модуль упругости Е = 6 х 105 кН/м2,  
Коэффициен Пуассона ν = 0.3,  
Жесткость односторонних связей EF/l = 106 кН/м. 
 
Граничные условия:  
Односторонние связи препятствуют радиальным перемещениям от центра. 
 
Нагрузки:  
Внешнее давление изменяется по глубине z, 0<z<2r, по линейному закону Fr = 0.58(1.18+z) 

тс/м2. 
 
Примечание: 
При расчете расмотренн фрагмент схемы – полукольцо. Отсеченная часть смоделирована 

связями симметрии. 
Для построения схемы использованы КЭ 10 - универсальный пространственный стержневой 

КЭ (кольцевые элементы) и КЭ 262 - двухузловой КЭ односторонней упругой связи между узлами 
(радиальные элементы). 

Для решения нелинейной задачи организован шаговый процесс (кол-во шагов=1, минимальное 
число итераций=15000). 
Количество узлов: 182. Количество элементов: 361. 
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Результаты расчета: 
 

 
Расчетная схема с отображением связей (слева) и нагрузок (справа) 

 

 
Мозаика перемещений (слева) и размер зоны контакта (справа) 

 
 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Точка Искомая 
величина 

Численное 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

 ϕ, о 120 124 3,33 
 ur, м 0,01118 0,010995 0,984 
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Тест 5.5  Квадратная плита на одностороннем жестком основании 
 
Цель: Определение деформированного состояния пластины на несжимаемом основании. 
 
Формулировка задачи: Определить размер зоны контакта пластины с несжимаемым 

основанием под действием квадратного пятна нагрузки. 
 
Описание расчетной схемы: Пластина на несжимаемом основании, загруженная центре 

пятном (квадрат) равномерно распределенной нагрузки. 
 

 
 

Численное решение: П. Панагиотопулос Неравенства в механике и  их приложения, Москва: 
«Мир», 1989, стр. 367. 

 
Геометрия: 
Размер в плане L=3м; 
Толщина h=0.05м; 
Размер пятна нагрузки а=0.8м. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 4.5 х 107 кН/м2, 
Коэффициент Пуассона ν = 0.2. 
 
Граничные условия:  
Одностороннее упругое основание  С1 = 1 х 108 кН/м3. 
 
Нагрузки: 
В центре плиты по квадрату со стороной 0.8 м приложена нагрузка q = 500 кН/м2. 
 
Примечание: 
Задача решается в плоской постановке (3-й признак схемы, плоскость XOY). 
Для построения схемы использованы КЭ 11 - прямоугольный КЭ плиты (плита) и КЭ 261-

одноузловой КЭ односторонней упругой связи (одностороннее жесткое основание). 
Односторонняя работа упругого основания смоделирована 2-мя вариантами: 
1 – односторонними коэффициентами постели; 
2 – КЭ 261 - одноузловой КЭ односторонней упругой связи. 
Для решения нелинейной задачи организован шаговый процесс (кол-во шагов=1, минимальное 

число итераций=5000). 
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Результаты расчета: 

 
Расчетная схема плиты 

 

 
Вариант 1. Зона контакта 

 

 
Вариант 2. Зона контакта 
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СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Точка Искомая 
величина 

Величина зоны контакта 
Погрешность,% Численное 

решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) 

Вариант 1 Вариант 2 Вариант 1 Вариант 2 

 Область 
контакта 

квадрат со 
стороной 

0,9 м 

квадрат со 
стороной 

0,9 м 

квадрат со 
стороной 

0,9 м 
0 0 
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Тест 5.6  Температурное расширение стержня при наличии зазора 
 
Цель: Определение напряженно-деформированного состояния стержня при температурном 

расширении при наличии зазора между его торцом и опорой. 
 
Формулировка задачи: Определить продольное усилие в элементе при температурном 

расширении с учетом зазора. 
 
Описание расчетной схемы: На стержневой элемент действует равномерный нагрев. Один 

конец данного элемента защемлен, а другой находится на расстоянии δ  от опоры. 
 

 
 
Аналитическое решение: C. O. Harris, Introduction to Stress Analysis, The Macmillan Co., New 

York, NY, 1959, pg. 58, problem 8. 
 
Геометрия: 
Площадь элемента А=1м2; 
Длина элемента l = 3 м; 
Величина зазара δ = 0.002 м. 
 
Характеристика материала: 
Модуль упругости Е = 10.5 х 106 тс/м2 ,  
Коэффициент температурного расширения α = 12.5 x 10-6 оС-1.  
 
Граничные условия:  
Связи по всем степеням свободы у левого конца стержнян. У правого конца смоделирована 

связь в направлении стержня, работающая с зазором. 
 
Нагрузки: 
 Начальная температура стержня Та = 70оF, температура после нагрева  Т = 170оF. 
 
Примечание: 
Для построения схемы использованы КЭ 10 - универсальный пространственный стержневой 

КЭ и КЭ 261- одноузловой КЭ односторонней упругой связи. 
Для решения нелинейной задачи организован шаговый процесс (кол-во шагов=1, минимальное 

число итераций=300). 
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Результаты расчета: 
 

 
Расчетная схема с обозначением типа элементов 

 

 
Мозаика продольного усилия в стержне 

 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Точка Искомая величина Аналитическое 
решение 

Результаты 
расчета (ЛИРА-

САПР) 
Погрешность,% 

 Продольное усилие, тс -6125 -6125 0 
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Раздел 6: ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ НЕЛИНЕЙНОСТЬ 
 
Тест 6.1  Стальной канат с заданной стрелой провисания 
 
Цель: Определение напряженно-деформированного состояния каната под действием 

равномерно распределенной нагрузки и сосредоточенной силы. 
 
Формулировка задачи: Определить продольное усилие в канате, перемещение его середины 

и  силу распора, передаваемую на опору. 
 
Описание расчетной схемы: На канат с заданной стрелой провисания действует равномерно 

распределенная нагрузка по всей длине и сосредоточенная сила в середине пролета. 
 

 
 
Аналитическое решение: Справочник проектировщика расчетно-теоретический, под ред. 

проф. А.А. Уманского, М.: «Стройиздат», 1960, стр. 321 – 327. 
 
Геометрия: 
Пролет l = 100 м; 
Стрела провисания f = 5 м; 
Площадь каната F = 12 см2. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 16 х 106 тс/м2. 
 
Граничные условия: 
Связи по степеням свободы Z и X в точках А и В. 
 
Нагрузки: 
P = 1 тс, вес каната g = 10 кгс/м. 
 
Примечание: 
Для построения схемы использованы КЭ 310 – геометрически нелинейный универсальный 

пространственный стержневой КЭ (нить). 
Для решения нелинейной задачи организован автоматический выбор шага для физически и  

геометрически нелинейных задач. 
Количество узлов:100. Количество элементов:101. 
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Результаты расчета: 

 
Расчетная схема 

 
Эпюра продольных сил  

 
Мозаика перемещений 

 
Усилие распора. На схеме показаны нагрузки на фрагмент. Опорная реакция действует в 

противоположную сторону. 
 

СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 

Точка Искомая 
величина 

Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

 Распор Н, тс 6.45 6.416 0.527 
 Nmax, тс 6.53 6.493 0.567 

l/2 Ymax, м 5.81 5+0.7913=5.7913 0.322 
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Тест 6.2  Нить с разновысокими опорами 
 
Цель: Определение напряженно-деформированного состояния нити под действием 

равномерно распределенной нагрузки. 
 
Формулировка задачи: Определить продольное усилие в нити, ординату линии равновесия в 

середине продела, угол наклона каната у опоры В и  силу распора, передаваемую на опору. 
 
Описание расчетной схемы: На нить с заданной стрелой провисания действует равномерно 

распределенная нагрузка q по всей ее длине и равномерно распределенная нагрузка p на половине. 
Опоры А и В нити расположены в разных уровнях. 

 

 
 

Аналитическое решение: Справочник проектировщика, М.: «Стройиздат», 1972, т.1,  
стр. 582–583. 

 
Геометрия: 
Пролет l = 100 м; 
Стрела провисания f = 10 м; 
Площадь каната F = 15.96 х 10-4 м2; 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 16 х 106 тс/м2. 
 
Граничные условия: 
Связи по степеням свободы Y (Z схемы) и X в точках А и В. 
 
Нагрузки: 
q = 0.5 тс/м, р = 0.42 тс/м. 
 
Примечание: 
Для построения схемы использованы КЭ 310 - геометрически нелинейный универсальный 

пространственный стержневой КЭ (нить). 
Для решения нелинейной задачи организован автоматический выбор шага для физически и  

геометрически нелинейных задач. 
Количество узлов:100. Количество элементов:101. 
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Результаты расчета: 
 

 
Расчетная схема 

 
Эпюра продольных сил  

 
Усилие распора. На схеме показаны нагрузки на фрагмент. Опорная реакция действует в 

противоположную сторону. 
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СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Точка Искомая 
величина 

Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

l/2 yl/2, м 39.032 39.005 0.069 
A NA, тс 119.0 117.58 1.193 
A Распор Н, тс 87.314 86.225 1.247 
B tgθ 0.1106 0.1047 0.095 

 
Ордината линии равновесия: 

 
Тангенс угла наклона нити к горизонту: 
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Тест 6.3  Стальной канат с заданной начальной длиной 
 
Цель: Определение напряженно-деформированного состояния каната под действием 

распределенной по закону треугольника нагрузки. 
 
Формулировка задачи: Определить продольное усилие в канате и ординату деформирования 

нити в точке с координатой Х=25м (точка 6). 
 
Описание расчетной схемы: На канат с заданной начальной длиной действует 

распределенная по закону треугольника нагрузка по всей длине. 
 

 
 
Аналитическое решение: Л. Г. Дмитриев, А. В. Касилов Вантовые покрытия (Расчет и 

конструирование), Издательство «Будівельник», Киев, 1968, стр. 66 – 70. 
 
Геометрия: 
Пролет l0 = 40 м; 
Начальная длина l = 41 м; 
Площадь F = 4.91 см2. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 2 х 107 тс/м2. 
 
Граничные условия:  
Связи по степеням свободы Y (Z схемы) и X в точках А и В. 
 
Нагрузки:  
Распределенная по закону треугольника q = 0.5 тс/м вдоль пролета. 
 
Примечание: 
Для построения схемы использованы КЭ 310 - геометрически нелинейный универсальный 

пространственный стержневой КЭ (нить). 
Для решения нелинейной задачи организован автоматический выбор шага для физически и  

геометрически нелинейных задач. 
Количество узлов:100. Количество элементов:101. 
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Результаты расчета: 
 

 
Расчетная схема 

 

 
Эпюра продольных сил  

 

 
Мозаика перемещений 

 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Точка Искомая 
величина 

Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

А Nx=25, тc 12.98 12.943 0.29 
 Yx=25, м 3.925 3.6737+0.2843=3.958 0.84 

 
Ордината ненагруженной нити – 3.6767 м. 
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Тест 6.4  Вантовая сеть 
 
Цель: Определение деформированного состояния вантовой сети под действием 

сосредоточенных сил. 
 
Формулировка задачи: Определить перемещения узлов под действием сосредоточенных сил, 

приложенных к узлам 3, 5, 6. 
  
Описание расчетной схемы: Вантовая сеть, загруженная сосредоточенными силами в узлах 

3, 5, 6. 
 

 
 
Аналитическое решение: Л. Г. Дмитриев, А. В. Касилов Вантовые покрытия (Расчет и 

конструирование), Издательство «Будівельник», Киев, 1968, стр. 71 – 74. 
 
Геометрия: 
Площадь стержня F = 4.91 см2. 
Координата z:  
точки 1, 2, 4, 9, 11, 12  z = 0; 
точки 3, 5, 6, 7, 8, 10  z = -0,5. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 2 х 107 тс/м2. 
 
Граничные условия:  
Связи по степеням свободы X, Y, Z  в точках 1, 2, 4, 9, 11, 12. 
 
Нагрузки:  
P3 = 2 тс, P5 = 1.5 т, P6 = 3 т. 
 
Примечание: 
Для построения схемы использованы КЭ 310 - геометрически нелинейный универсальный 

пространственный стержневой КЭ (нить). 
Для решения нелинейной задачи организован автоматический выбор шага для физически и  

геометрически нелинейных задач. 
Количество узлов:12. Количество элементов:12. 
 

  



158 ЛИРА-САПР. Верификационный отчет. Том II 

Результаты расчета: 
 

 
Расчетная схема 

 

 
Мозаика перемещений 

 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Точка Искомая 
величина 

Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

3 w3, м -0.143 -0.139 2.80 
5 w5, м 0.024 0.0155 - 
6 w6, м -0.191 -0.179 6.28 
7 w7, м 0.286 0.277 3.15 
8 w8, м 0.214 0.205 4.21 

10 w10, м 0.333 0.326 2.10 
 
Аналитическое решение получено в предположении отсутствия горизонтальных 

перемещений. В результате расчета получены и горизонтальные перемещения, что объясняет 
отличие результатов расчета от аналитического решения. 
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Тест 6.5  Вантовая ферма 
 
Цель: Определение напряженно-деформированного состояния вантовой фермы с 

преднапряженными поясами под действием сосредоточенной силы. 
 
Формулировка задачи: Определить перемещения узлов и усилия в поясах вантовой фермы. 
 
Описание расчетной схемы: Вантовая ферма, загруженная сосредоточенной силой в 

середине пролета. 

 
Аналитическое решение: Л. Г. Дмитриев, А. В. Касилов Вантовые покрытия (Расчет и 

конструирование), Издательство «Будівельник», Киев, 1968, стр. 75 – 81. 
 
Геометрия: 
Пролет l = 40м; 
Высота распорок  h2 = 2.625 м; h3 = 4.5 м; h4 = 5.625 м; h5 = 6 м; 
Площадь поперечного сечения стержней F1 = 6 см2; F2 = 4 см2. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости нитей Е = 2 х 107 тс/м2,  
Жесткость вертикальных распорок ЕF = 2 х 106 тс. 
 
Граничные условия:  
Связи по степеням свободы X,  Z  в точках 1, 9. 
 
Нагрузки: 
P5 = 4 тс, предварительное напряжение нитей поясов H = 10 тс. 
 
Примечание: 
Для построения схемы использованы КЭ 310 - геометрически нелинейный универсальный 

пространственный стержневой КЭ (нить) для вант, КЭ 10 - универсальный пространственный 
стержневой КЭ для вертикальных стоек и КЭ-308 – геометрически нелинейный специальный 
двухузловой КЭ для моделирования предварительного натяжения. 

Для решения нелинейной задачи организован автоматический выбор шага для физически и 
геометрически нелинейных задач. 

Аналитическое решение получено в предположении, что усилия N1 и N2 в верхнем и нижнем 
поясах фермы постоянны по длине. 
 

Результаты расчета: 
 

 

l = 40 м; 
h2 = 2.625 м; 
h3 = 4.5 м; 
h4 = 5.625 м; 
h5 = 6 м; 
F1 = 6 см2; 
F2 = 4 см2. 
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Расчетная схема с отображением связей и жесткостей 
 

 
Расчетная схема с отображением нагрузок 

 

 
Мозаика продольных сил  

 

 
Мозаика вертикальных перемещений 

 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 

Точка Искомая 
величина 

Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

 N1, т 20.53 20.25-20.76 ~ 20.51 0.1 
 N2, т 10.79 10.37-10.77 ~ 10.57 2.0 
2 w2, м 0.0895 0.08849 1.1 
3 w3, м 0.062 0.06178 0.4 
4 w4, м -0.0825 -0.08559 3.6 
5 w5, м -0.343 -0.356 3.7 
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Тест 6.6  Сильный изгиб консоли 
 
Цель: Определение напряженно-деформированного состояния консольного стержня сильно 

изогнутого в плоскости действия нагрузки. 
 
Формулировка задачи: Определить перемещения свободного края консольного стержня и 

изгибающий момент в заделке. 
 
Описание расчетной схемы: Консольный сильноизгибаемый стержень, загруженный 

сосредоточенной силой на свободном конце. 
 

 
 
Аналитическое решение: Л. Д. Ландау, Е. М. Лифшиц Теория упругости, М.: «Наука», 1987, 

стр. 106. 
 
Геометрия: 
Вылет консоли L = 10 м; 
Площадь поперечного сечения A = 0.05 м2; 
Момент инерции поперечного сечения I = 5 x 10-6 м4. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 2 х 107 тс/м2. 
 
Граничные условия:  
Связи по всем степеням свободы в точке А. 
 
Нагрузки: 
F = 4 тс. 
 
Примечание: 
Задача решается в пространственной постановке (признак схемы 5). Для приведения к 

плоской схеме работы во все узлы стержня введены граничные условия в виде связей по степеням 
свободы Y, uX, uZ. 

Расмотрены два варианта моделирования: 
1. Для построения схемы использован КЭ 309 - универсальный пространственный сильно 

изгибаемый стержневой геометрически нелинейный конечный элемент. 
2. Для построения схемы использован КЭ 341 – геометрически нелинейный универсальный 

прямоугольный КЭ оболочки 
Для решения нелинейной задачи организован автоматический выбор шага для физически и 

геометрически нелинейных задач. 
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Результаты расчета: 
 

 
Вариант 1. Расчетная схема  

 

 
Вариант 1. Мозаика вертикальных перемещений 

 

 
Вариант 1. Мозаика горизонтальных перемещений 

 

 
Вариант 1. Эпюра изгибающих моментов 
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Вариант 2. Расчетная схема  

 

 
Вариант 2. Мозаика вертикальных перемещений 

 

 
Вариант 2. Мозаика горизонтальных перемещений 

 

 
Вариант 2. Мозаика изгибающих моментов на 1м.п. пластины. При ширине пластины 

b=1.4434м момент в заделке М=26.7т*м. 
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СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Точка Искомая 
величина 

Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

Вариант 1 Вариант 2 Вариант 1 Вариант 2 
B uB, м -3.29 -3.29 -3.29 0 0 

B wB, м -6.7 -6.71 -6.71 0.15 0.15 

A МА, тс*м 26.8 26.9 26.7 0.37 0.37 
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Тест 6.7  Закритический изгиб консоли 
 
Цель: Определение напряженно-деформированного состояния сильноизогнутого консольного 

стержня под действием сосредоточенных нагрузок на свободном конце. 
 
Формулировка задачи: Определить перемещения свободного края консольного стержня под 

действием сосредоточенных нагрузок на свободном конце. 
 
Описание расчетной схемы: Консольный сильноизгибаемый стержень, загруженный 

сосредоточенными вертикальной и горизонтальной силами на свободном конце. 
 

 
 
Аналитическое решение: Л. Д. Ландау, Е. М. Лифшиц Теория упругости, М.: «Наука», 1987, 

стр. 107. 
 
Геометрия: 
Вылет консоли L = 10 м; 
Площадь поперечного сечения A = 0.02 м2; 
Момент инерции поперечного сечения I = 2 x 10-6 м4. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 2 х 107 тс/м2. 
 
Граничные условия:  
Связи по всем степеням свободы в точке А. 
 
Нагрузки: 
F = 1.085 тс, F1 = 1 x 10-3 тс. 
 
Примечание: 
Задача решается в пространственной постановке (признак схемы 5). Для приведения к 

плоской схеме работы во все узлы стержня введены граничные условия в виде связей по степеням 
свободы Y, uX, uZ. 

Для построения схемы использованы КЭ 309 - универсальный пространственный сильно 
изгибаемый стержневой геометрически нелинейный конечный элемент. 

Для решения нелинейной задачи организован автоматический выбор шага для физически и  
геометрически нелинейных задач. 
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Результаты расчета: 
 

 
Расчетная схема  

 

 
Мозаика вертикальных перемещений 

 

 
Мозаика горизонтальных перемещений 

 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 
 

Точка Искомая 
величина 

Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

B uB, м -1.82 -1.78 2.20 

B wB, м -5.05 -5.08 0.60 
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Тест 6.8  Закритический изгиб шарнирно опертого стержня 
 
Цель: Определение напряженно-деформированного состояния сильноизогнутого 

свободноопертого стержня под действием сосредоточенной силы, приложенной в середине пролета. 
 
Формулировка задачи: Определить вертикальное перемещение точки Ви горизонтальные 

перемещения точек А, С. 
 
Описание расчетной схемы: Свободноопертый сильноизогнутый стержень, загруженный 

сосредоточенной вертикальной силой в середине пролета и горизонтальными силами на концах. 
 

 
 
Аналитическое решение: Л. Д. Ландау, Е. М. Лифшиц Теория упругости, М.: «Наука», 1987, 

стр. 107. 
 
Геометрия: 
Полупролет L = 10 м; 
Площадь поперечного сечения A = 0.02 м2; 
Момент инерции поперечного сечения I = 2 x 10-6 м4. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 2 х 107 тс/м2. 
 
Граничные условия:  
Связи, запрещающие перемещение вдоль оси Z точках А и С, связь, запрещающая 

перемещение вдоль оси Х в середине пролета. 
 
Нагрузки: 
F = 1.085 тс, F1 = 1 x 10-3 тс. 
 
Примечание: 
Задача решается в пространственной постановке (признак схемы 5). Для приведения к 

плоской схеме работы во все узлы стержня введены граничные условия в виде связей по степеням 
свободы Y, uX, uZ. 

Для построения схемы использованы КЭ 309 - универсальный пространственный сильно 
изгибаемый стержневой геометрически нелинейный конечный элемент. 

Для решения нелинейной задачи организован автоматический выбор шага для физически и  
геометрически нелинейных задач. 
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Результаты расчета: 
 

 
Расчетная схема  

 

 
Мозаика вертикальных перемещений 

 

 
Мозаика горизонтальных перемещений 

 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 
 

Точка Искомая 
величина 

Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

A uA, м 1.82 1.78 2.20 
C uC, м -1.82 -1.78 2.20 
B wB, м 5.05 5.07 0.40 
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Тест 6.9  Геометрически нелинейная задача со стержнями различной жесткости 
 
Цель: Определение деформированного состояния системы из двух стержней раличной 

жесткости под действием сосредоточенной силы. 
 
Формулировка задачи: Определить вертикальное и горизонтальное перемещения точки 

соединения стержней. 
 
Описание расчетной схемы: Два стержня равной длины, но различной жесткости, 

подвергаются действию сосредоточенной силы в точке их соединения. 
 

 
Аналитическое решение: G. N. Vanderplaats, Numerical Optimization Techniques for Engineering 

Design with Applications, McGraw-Hill Book Co., Inc., New York, NY, 1984, pp. 72-73, ex. 3-1. 
 
Геометрия: 
Длина стержней l = 10 см 
 
Характеристика материала:  
Погонная жесткость стержней k1 = 8 Н/см; k2 = 1 Н/см. 
 
Граничные условия:  
Связи по степеням свободы u (X),  v (Z)  в точках 1, 3. 
 
Нагрузки: 
 F = 5√2  Н. 
 
Примечание: 
Задача решается в плоской постановке (признак схемы 2 – плоскость XOZ). 
Для построения схемы использованы КЭ 310 - геометрически нелинейный универсальный 

пространственный стержневой КЭ (нить). 
Для решения нелинейной задачи организован автоматический выбор шага для физически и 

геометрически нелинейных задач. 
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Результаты расчета: 
 

 
Расчетная схема с отображением типов жесткости 

 

  
Мозаика вертикальных (слева) и горизонтальных (справа) перемещений  

 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Точка Искомая 
величина 

Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

2 Перемещение u2, 
см 8.631 8.527 1.205 

2 Перемещение v2, 
cм 4.533 4.430 2.272 
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Тест 6.10  Растянутый стержень под действием под действием поперечной нагрузки 
 
Цель: Определение напряженно-деформированного состояния стержня под действием осевой 

растягивающей и поперечной нагрузок.  
 
Формулировка задачи: Определить вертикальное перемещение и изгибающий момент в 

середине пролета, а также угол поворота сечения на опоре. 
 
Описание расчетной схемы: Свободноопертый стержень, загруженный растягивающим 

осевым усилием и равномерно распределенной нагрузкой на всем пролете. 
 

 
 
Аналитическое решение: S. Timoshenko, Strength of Material, Part II, Elementary Theory and 

Problems, 3rd Edition, D. Van Nostrand Co., Inc., New York, NY, 1956, pg. 42, article 6. 
 
Геометрия: 
Пролет l = 200 м; 
Размеры сечения b = h = 2.5 м. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 30 х 106 тс/м2. 
 
Граничные условия:  
Связи по степеням свободы w (Z) u (X) у левого конца балки, u (X) –  у правого. 
 
Нагрузки: 
F = 21972.6 тс; p = 1.79253 тс/м. 
 
Примечание: 
Задача решается в плоской постановке (признак схемы 2 – плоскость XOZ). 
Для построения схемы использованы КЭ 310 - геометрически нелинейный универсальный 

пространственный стержневой КЭ (нить). 
Для решения нелинейной задачи организован автоматический выбор шага для физически и  

геометрически нелинейных задач. 
 

Результаты расчета: 

 
Расчетная схема 
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Эпюра вертикальных перемещений 

 
Мозаика углов поворота 

 
Эпюра изгибающих моментов 

 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Точка Искомая величина Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

 
Перемещение zmax, м -0.19945 -0.19945 0 
Угол поворота θ1, рад 0.0032352 0.0032352 0 
Момент Мmax, тс*м -4580.1 -4595,08 0.33 
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Тест 6.11  Сильный изгиб консольной пластины 
 
Цель: Определение напряженно-деформированного состояния сильноизгибаемой консольной 

пластины под действием изгибающего момента.  
 
Формулировка задачи: Определить вертикальное, горизонтальное перемещения и угол 

поворота свободного края пластины, а также напряжения у верхней фибры. 
 
Описание расчетной схемы: Консольная пластина загружена изгибающим моментом на 

свободном конце. 
 

 
 
Аналитическое решение: K. J. Bathe, E. N. Dvorkin, “A Formulation of General Shell Elements - 

The Use of Mixed Interpolation of Tensorial Components”, Int. Journal for Numerical Methods in 
Engineering, Vol. 22 No. 3, 1986, pg. 720. 

 
Геометрия: 
Вылет l = 12 м; 
Ширина b = 1 м; 
Толщина t = 1 м. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 1800 тс/м2,  
Коэффициент Пуассона ν = 0.0. 
 
Граничные условия:  
Связи по всем степеням свободы по линии x = 0. 
 
Нагрузки: 
М = 15.708 тс*м. 
 
Примечание: 
Для построения схемы использованы КЭ 341 - геометрически нелинейный универсальный 

прямоугольный КЭ оболочки. 
Для решения нелинейной задачи организован автоматический выбор шага для физически и  

геометрически нелинейных задач. 
Количество узлов:200. Количество элементов:303. 
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Результаты расчета: 
 

 
Расчетная схема 

 

 
Мозаика горизонтальных перемещений 

 

 
Мозаика вертикальных перемещений 
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Мозаика углов поворота 

 

 
Напряжения в верхнем слое 

 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 

Точка Искомая величина Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

X = 12 
Перемещение uх, м -2.9 -2.9141 0.486 
Перемещение wх, м -6.5 -6.6061 1.632 
Угол поворота θх, рад 1.26 1.2571 0.230 

X = 0 σX, тс/м2 (верхний слой) 94.25 94.248 0.002 
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Тест 6.12  Квадратная мембрана с податливым контуром 
 
Цель: Определение напряженно-деформированного состояния квадратной мембраны на 

податливом контуре.  
 
Формулировка задачи: Определить прогиб мембраны и горизонтальные усилия в контуре. 
 
Описание расчетной схемы: Квадратная мембрана на податливом контуре загружена 

равномерно распределенной вертикальной нагрузкой. 
 

 
 

Источник: Еремеев П. Г., Присяжной В. Б. Экспериментальные исследования квадратных 
мембран с податливым контуром. // Строительная механика и расчет сооружений, стр. 58 – 61. 

 
Геометрия: 
Размер контура в плане а = 1.1 м; 
Толщина мембраны t = 0.5 мм. 
 
Характеристика материала:  
– мембрана: 
Модуль упругости Е = 7 х 106 тс/м2; 
Коэффициент Пуассона v = 0.3. 
– стержни опорного контура: 
Осевая жесткость EF = 1200 тс; 
Изгибная жесткость EI = 0.075 тс*м2. 
 
Граничные условия:  
Вертикальные перемещения контура запрещены. 
 
Нагрузки:  
Равномерно распределенная нагрузка по площади p = 0.6 т/м2. 
 
Примечание: 
Расмотрен фрагмент контура (четверть). Отсеченная часть смоделирована в виде связей 

симметрии. 
Для построения схемы использованы КЭ 341 - геометрически нелинейный универсальный 

прямоугольный КЭ оболочки (мембрана) и КЭ 309 - универсальный пространственный сильно 
изгибаемый стержневой геометрически нелинейный конечный элемент (податливый контур). 

Для решения нелинейной задачи организован автоматический выбор шага для физически и  
геометрически нелинейных задач. 

Количество узлов:1680. Количество элементов:1681. 
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Результаты расчета: 
 

 
Расчетная схема 

 
Изополя вертикальных перемещений 

 
Мозаика продольных сил в контурных элементах 

 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 

Точка Искомая величина Натурный эксперимент Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

x = l/2 Прогиб δ, мм 38.8 38.8 0 
 Nmax, тс (в контуре) -1.1 -1.08 1.82 
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Раздел 7: ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ПОПЕРЕЧНЫХ СЕЧЕНИЙ 
 
Тест 7.1  Определение геометрических характеристик эллипса 
 
Аналитическое решение: Справочник проектировщика расчетно-теоретический, книга 1, 

стр. 368 – 374.. 
 
Геометрия: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Примечание:  
Расчет выполнен с помощью системы КС-САПР (конструктор сечений). 
 
РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТА: 
 

Искомая величина Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

Момент инерции при кручении Iк, 
см4 3,1185 х 106 3,1157 х 106 0,09 

Сдвиговая площадь 
относительно оси Y Fy, см2 3720,46 3721,61 0,03 

Сдвиговая площадь 
относительно оси Z Fz, см2 4146,75 4144,11 0,06 

Бимомент (секториальный 
момент) инерции Iw, см6 9,68 х 107 9,744 х 107 0,66 

Координаты центра 
кручения, см 

Yc 0 0 0 
Zc 0 0 0 

 

2h 

2b 

b = 30 см;  
h = 50 см. 
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Тест 7.2  Определение геометрических характеристик равностороннего треугольника 
 
Аналитическое решение: Справочник проектировщика расчетно-теоретический, книга 1, 

стр. 368 – 374.. 
 
Геометрия: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Примечание:  
Расчет выполнен с помощью системы КС-САПР (конструктор сечений). 
 
РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТА: 
 

Искомая величина Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

Момент инерции при кручении Iк, см4 55425,63 55437,8 0,02 
Сдвиговая площадь относительно 

оси Y Fy, см2 521,939 521,947 0,01 

Сдвиговая площадь относительно 
оси Z Fz, см2 521,939 521,932 0,001 

Бимомент (секториальный момент) 
инерции Iw, см6 175918 175931 0,01 

Координаты центра кручения, 
см 

Yc 0 0 0 

Zc 0 0 0 

 

b = 40 см. 
 

b 
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Тест 7.3  Определение геометрических характеристик полукруга 
 
Аналитическое решение: Справочник проектировщика расчетно-теоретический, книга 1, 

стр. 368 – 374.. 
 
Геометрия: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Примечание:  
Расчет выполнен с помощью системы КС-САПР (конструктор сечений).Плотность 

триангуляции в 1,5 раза больше. 
 
РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТА: 
 

Искомая величина Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

Момент инерции при кручении Iк, 
см4 1,862 х 106 1,8583 х 106 0,20 

Сдвиговая площадь относительно 
оси Y Fy, см2 2879,6 2877,52 0,07 

Сдвиговая площадь относительно 
оси Z Fz, см2 3360,24 3361,5 0,04 

Бимомент (секториальный момент) 
инерции Iw, см6 9,283 х 107 9,2244 х 107 0,63 

Координаты центра кручения, 
см 

Yc 4,24 4,23 0,24 

Zc 0 0 0 

 

d = 50 см. 
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Тест 7.4  Определение геометрических характеристик тонкостенного двутавра 
 
Аналитическое решение: 
 
Геометрия: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Примечание:  
Расчет выполнен с помощью системы КТС-САПР (конструктор тонкостенных сечений). 
 
РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТА: 
 

Искомая величина Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

Момент инерции при кручении Iк, 
см4 19,37 19,24 0,67 

Сдвиговая площадь вдоль оси Y 
Fy, см2 22,56 22,63 0,31 

Сдвиговая площадь вдоль оси Z 
Fz, см2 19,12 19,04 0,42 

Бимомент (секториальный момент) 
инерции Iw, см6 50360,11 50369,89 0,02 

Координаты центра кручения, 
см 

Yc 0 0 0 

Zc 5,80 5,83 0,52 
 

а = 16 см; 
а1 = 10 см; 
t1 = 1.2 см; 
t = 0.8 см; 
h = 25 см. 

а1 

а 

h 

t1 

t 

t1 
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Тест 7.5  Определение геометрических характеристик тонкостенного сектора кольца 
 
Аналитическое решение: 
 
Геометрия: 

a

a

r

 
 
 
 
 
 
 
Примечание:  
Расчет выполнен с помощью системы КТС-САПР (конструктор тонкостенных сечений). 
 
РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТА: 
 

Искомая величина Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

Момент инерции при кручении Iк, 
см4 90,55 90,48 0,08 

Сдвиговая площадь вдоль оси Y 
Fy, см2 104,33 104,25 0,08 

Сдвиговая площадь вдоль оси Z 
Fz, см2 42,69 42,73 0,1 

Бимомент (секториальный 
момент) инерции Iw, см6 56092009,95 56092001,39 0,00002 

Координаты центра 
кручения, см 

Yc -48,71 -48,68 0,06 

Zc 0 0 0 

 

α = 300; 
t = 1.2 см; 
r = 30 см. 
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Тест 7.6  Определение геометрических характеристик тонкостенного полузамкнутого 
сечения 

 
Аналитическое решение: 
 
Геометрия: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Примечание:  
Расчет выполнен с помощью системы КТС-САПР (конструктор тонкостенных сечений). 
 
РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТА: 
 

Искомая величина Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) Погрешность,% 

Момент инерции при кручении Iк, 
см4 19238,64 19249,33 0,06 

Сдвиговая площадь вдоль оси Y 
Fy, см2 43,33 43,25 0,18 

Сдвиговая площадь вдоль оси Z 
Fz, см2 70,28 70,42 0,2 

Бимомент (секториальный момент) 
инерции Iw, см6 104526,58 104522,41 0,004 

Координаты центра кручения, 
см 

Yc 0 0 0 

Zc 5 4,96 0,8 
 

  

a = 24 см; 
a1 = 4 см; 
a2 = 6 см; 
t = 1 см; 
h1 = 10 см; 
h = 40 см. 

а1 а1 а 

а2 

h1 

h 
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Раздел 8: ПАТОЛОГИЧЕСКИЕ ТЕСТЫ 
 
Тест 8.1  Защемленная консольная пластинка с прямым изгибом 
 
Цель: Определение напряженно-деформированного состояния консольной пластинки в 

условиях прямого изгиба. 
 
Формулировка задачи: Определить перемещение точки А и напряжения в точке B. 
 
Описание расчетной схемы: Консольная горизонтальная пластинка, загруженная 

вертикальной силой на свободном конце. 
 

 
 
Аналитическое решение: Sze K., Chen W., Cheung Y. An efficient quadrilateral plane element with 

drilling degrees of freedom using orthogonal stress modes. Computers and Structures, Vol. 42, No 5, 1992 
 
Формулировка задачи: рассматривается тонкая консольная пластинка размерами 12x48м и 

толщиной 1 м в условиях прямого изгиба. Определяются перемещения в точке A и напряжения в 
точке B. 

 
Геометрия: 
Длина l=48м; 
Высота h=12м; 
Толщина t=1м. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 3.0 • 107 кПа; 
Коэффициент пуассона µ = 0.25. 
 
Граничные условия:  
Связи по всем степеням свободы у левого края пластины. 
 
Нагрузки:  
P=40 kН. 
 
Примечание:  
Задача решается в пространственной постановке (признак схемы 5). 
Рассмотрены 2 варианта моделирования пластинки: 
Вариант 1. Для построения схемы использованы КЭ 41 (прямоугольная оболочка) и КЭ 44 

(четырёхугольная оболочка). 
Вариант 2. Для построения объемной схемы использован КЭ 36 (объемный КЭ). 
Покаждому из вариантов рассмотрены 2 варианта триангуляции: 1х4 и 4х16. 
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Результаты расчета: 
 

 
Вариант 1. Расчетная и деформированная схемы. Сеть 1х4 

 

 
Вариант 1. Мозаика вертикальных перемещений. Сеть 1х4 

 

 
Вариант 1. Расчетная и деформированная схемы. Сеть 4х16 

 

 
Вариант 1. Мозаика вертикальных перемещений. Сеть 4х16 
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Вариант 2. Расчетная и деформированная схемы. Сеть 1х4 

 

 
Вариант 2. Мозаика вертикальных перемещений. Сеть 1х4 

 

 
Вариант 2. Расчетная и деформированная схемы. Сеть 4х16 

 

 
Вариант 2. Мозаика вертикальных перемещений. Сеть 4х16 
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Вариант 1 (пластины). Мозаика горизонтальных напряжений Nx. Сеть 4х16 

 
Вариант 2 (объемники). Мозаика горизонтальных напряжений Nx. Сеть 4х16 

 
Интерполяция/экстраполяция значений мозаики напряжений Nx для регулярной сети КЭ для 

вариантов 1 и 2 (пластин и объеников) 
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Интерполяция/экстраполяция значений мозаики напряжений Nx для нерегулярной сети КЭ для 

варианта 1 (пластины) 

 
Интерполяция/экстраполяция значений мозаики напряжений Nx для нерегулярной сети КЭ для 

варианта 2 (объемники)  



 ЛИРА-САПР. Верификационный отчет. Том II 189 

 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 
Аналитическое решение и численное решение: сопоставление численных результатов с 

аналитическим для перемещений и напряжений приведено в таблицах. Перемещения в т. А получено 
линейной интерполяцией перемещений. 

 
Таблица 1 

Модель, КЭ 
Регулярная сетка КЭ Нерегулярная сетка КЭ 

Перемещения 
(мм) 

Напряжения 
(кН/м2) 

Перемещения 
(мм) 

Напряжения 
(кН/м2) 

Оболочки 1x4 0.2424 - 0.2038 - 
Оболочки 4x16 0.3449 -80.40 0.3391 -77.79 
Объемные 1x1x4 0.2384 - 0.2091 - 
Объемные 1x4x16 0.3428 -80.40 0.3366 -78.77 
Теория  0.3573 -80.00 0.3573 80.00 

 
Таблица 2 

Модель, КЭ 
Регулярная сетка КЭ Нерегулярная сетка КЭ 

Перемещения 
(up/ut) 

Напряжения 
(σp/σt) 

Перемещения 
(up/ut) 

Напряжения 
(σp/σt) 

Оболочки 1x4 0.678 - 0.570 - 
Оболочки 4x16 0.965 1.005 0.949 0.972 
Объемные 1x1x4 0.667 - 0.585 - 
Объемные 1x4x16 0.959 1.005 0.942 0.985 
Теория  1.000 1.000 1.000 1.000 
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Тест 8.2  Проверка влияния коэффициента Пуассона на точность результатов для конечных 
элементов плоской оболочки (цилиндрическая область) 

 
Цель: Проверить влияние изменения коэффициента Пуассона на деформированное состояние 

фрагмента цилиндрического тела. 
 
Формулировка задачи: Определить радиальные перемещения для точек внутреннего радиуса 

при различной величине коэффициента Пуассона. 
 
Описание расчетной схемы: Фрагмент цилиндрического тела под внутренним давлением. 
 

 
 

Аналитическое решение: K.Mallikarjuna, U.Shrinivasa A set of pathological tests to validate new 
finite elements. Sadhana, Vol. 26, Part 6, dezember 2001, P.549-589. 

 
Геометрия: 
Внутренний радиус: r= 3 м; 
Внешний радиус: R= 9 м; 
Толщина: t = 1м.  
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 1000 кПа,  
Коэффициент Пуассона ν = 0.3, 0.49, 0.499, 0.4999. 
 
Граничные условия:  
Шарнирное запирание по граням. 
 
Нагрузки:  
Распределенная нагрузка по внутреннему радиусу: P=1 кН/м2. 
 
Примечание: 
Для построения схемы использованы КЭ 44 - четырёхугольный КЭ плиты. 
Во все узлы введена локальная система координат узла 
Количество узлов:61. 
Количество элементов:45 
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Результаты расчета: 

 
Расчетная схема 

 

 
Мозаика радиальных перемещений при v=0.3 

 

 
Мозаика радиальных перемещений при v=0.49 
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Мозаика радиальных перемещений при v=0.499 

 

 
Мозаика радиальных перемещений при v=0.4999 

 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 
Численное решение: приводится сопоставление результатов радиальных перемещений точек 

внутреннего радиуса полученных для расчетных схем с различными значениями коэффициента 
Пуассона по отношению к точным решениям. 

 
 

µ ПК ЛИРА-САПР Теория 
v • 10-3(мм) v/v0.3 v/vt vt • 10-3(мм) vt/v0.3 

0.3 4.5901 1.0000 1.0016 4.5825 1.0000 
0.49 5.1324 1.1181 1.0183 5.0399 1.0998 
0.499 5.1583 1.1238 1.0194 5.0602 1.1042 
0.4999 5.1602 1.1242 1.0193 5.0623 1.1047 
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Тест 8.3а  Проверка сходимости КЭ изгибаемой плиты для квадратной области 
 
Цель: Проверить сходимость перемещений квадратной изгибаемой плиты при различных 

вариантах сетки КЭ. 
 
Формулировка задачи: Определить вертикальные перемещения в центре плиты при 

различных папаметрах сетки КЭ. 
 
Описание расчетной схемы: Рассматривается квадратная шарнирно опертая и защемленная 

по контуру изгибаемая плита, нагруженная: 
а) сосредоточенной нагрузкой в центре; 
б) равномерно-распределенной нагрузкой по площади. 

 

 
а) Регулярная сетка 4х4, 8х8, 16х16 

 
б) Нерегулярная сетка 4х4, 8х8, 16х16 

 
Аналитическое решение: K.Mallikarjuna, U.Shrinivasa A set of pathological tests to validate new 

finite elements. Sadhana, Vol. 26, Part 6, dezember 2001, P.549-589. 
 
Геометрия: 
t = 0.01 м - толщина плиты; 
a = 2 м - ширина плиты; 
b = 2 - длина плиты. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости E = 1.7472 • 107 кПа,  
Коэффициент Пуассона ν = 0.3. 
 
Граничные условия:  
Шарнирное опирание по контуру и жесткое защемление по контуру 
 
Нагрузки:  
Сосредоточенная нагрузка: P = 4 • 10-4 кН.  
Распределенная нагрузка по площади: q= 1 • 10-4  кН/м2. 
 
Примечание: 
Задача решается в плоской постановке (плоскость XOY – признак схемы 3). 
Для построения схемы использованы КЭ 11 - прямоугольный КЭ плиты и КЭ 19 – 

четырехугольный КЭ плиты.  
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Результаты расчета: 

 
Расчетная схема 

 
Мозаика  вертикальных перемещений от сосредоточенной силы  

  
Мозаика  вертикальных перемещений от равномерно распределенной нагрузки 
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СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
Численное решение: сравнение с эталонным решением. В таблицах приводятся значения 

перемещений w для различных сеток для сосредоточенной нагрузки и распределенной нагрузки. Там 
же приведены значения нормализованных перемещений ŵ = w/wэталон. 

 
Таблица 1  
Сосредоточенная нагрузка, b/a = 1, шарнирное опирание 

 Регулярная сетка Нерегулярная сетка 
4x4 8x8 16x16 4x4 8x8 16x16 

w х106 (м) 12.271 11.813 11.664 10.679 11.295 11.512 
w/wэталон

 1.058 1.018 1.006 0.921 0.974 0.992 
Эталон 
х106(м) 11.60 11.60 11.60 11.60 11.60 11.60 

 
Таблица 2  
Распределенная нагрузка, b/a = 1, шарнирное опирание 

 Регулярная сетка Нерегулярная сетка 
4x4 8x8 16x16 4x4 8x8 16x16 

w х106 (м) 4.325 4.128 4.078 3.879 3.998 4.045 
w/wэталон

 1.065 1.016 1.004 0.955 0.984 0.996 
Эталон 
х106(м) 4.062 4.062 4.062 4.062 4.062 4.062 

 
Таблица 3  
Сосредоточенная нагрузка, b/a = 1, защемление 

 Регулярная сетка Нерегулярная сетка 
4x4 8x8 16x16 4x4 8x8 16x16 

w х106 (м) 6.060 5.787 5.668 4.800 5.353 5.538 
w/wэталон

 1.078 1.031 1.001 0.855 0.954 0.987 
Эталон 
х106(м) 5.612 5.612 5.612 5.612 5.612 5.612 

 
Таблица 4  
Распределенная нагрузка, b/a = 1, защемление 

 Регулярная сетка Нерегулярная сетка 
4x4 8x8 16x16 4x4 8x8 16x16 

w х106 (м) 1.393 1.303 1.275 1.136 1.225 1.255 
w/wэталон

 1.101 1.030 1.001 0.898 0.968 0.992 
Эталон 
х106(м) 1.265 1.265 1.265 1.265 1.265 1.265 
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Тест 8.3б  Проверка сходимости КЭ изгибаемой плиты для прямоугольной области 
 
Цель: Проверить сходимость перемещений прямоугольной изгибаемой плиты при различных 

вариантах сетки КЭ. 
 
Формулировка задачи: Определить вертикальные перемещения в центре плиты при 

различных папаметрах сетки КЭ. 
 
Описание расчетной схемы: Рассматривается прямоугольная шарнирно опертая и 

защемленная по контуру изгибаемая плита, нагруженная: 
а) сосредоточенной нагрузкой в центре; 
б) равномерно-распределенной нагрузкой по площади. 

 

  
а) Регулярная сетка 
 4х20, 8х40, 16х80 

б) Нерегулярная сетка 
 4х20, 8х40, 16х80 

 
Аналитическое решение: K.Mallikarjuna, U.Shrinivasa A set of pathological tests to validate new 

finite elements. Sadhana, Vol. 26, Part 6, dezember 2001, P.549-589. 
 
Геометрия: 
t = 0.01 м - толщина плиты;  
a = 2 м - ширина плиты;  
b = 10 м - длина плиты; 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости E = 1.7472 • 107 кПа,  
Коэффициент Пуассона ν = 0.3. 
 
Граничные условия:  
Шарнирное опирание по контуру и жесткое защемление по контуру 
 
Нагрузки:  
Сосредоточенная нагрузка: P = 4 • 10-4 кН.  
Распределенная нагрузка по площади: q= 1 • 10-4 кН/м2. 
 
Примечание: 
Задача решается в плоской постановке (плоскость XOY – признак схемы 3). 
Для построения схемы использованы КЭ 11 - прямоугольный КЭ плиты и КЭ 19 – 

четырехугольный КЭ плиты.  
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Результаты расчета: 
 

 
Нерегулярная сеть. Расчетная схема 

 

 
Нерегулярная сеть. Мозаика  вертикальных перемещений от сосредоточенной силы 

 

 
Нерегулярная сеть. Мозаика  вертикальных перемещений от равномерно распределенной 

нагрузки 
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Регулярная сеть. Расчетная схема 

 

 
Регулярная сеть. Мозаика  вертикальных перемещений от сосредоточенной силы 

 

 
Регулярная сеть. Мозаика  вертикальных перемещений от равномерно распределенной 

нагрузки 
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СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 
Численное решение: сравнение с эталонным решением. В таблицах приводятся значения 

перемещений w для различных сеток для сосредоточенной нагрузки и распределенной нагрузки. Там 
же приведены значения нормализованных перемещений ŵ = w/wэталон. 

 
Таблица 1 
Сосредоточенная нагрузка, b/a = 5, шарнирное опирание 

 Регулярная сетка Нерегулярная сетка 
4x20 8x40 16x80 4x20 8x40 16x80 

w х106 (м) 17.418 17.119 17.010 15.018 16.310 16.755 
w/wэталон

 1.027 1.009 1.003 0.886 0.962 0.988 
Эталон 
х106(м) 16.96 16.96 16.96 16.96 16.96 16.96 

 
Таблица 2 
Распределенная нагрузка, b/a = 5, шарнирное опирание 

 Регулярная сетка Нерегулярная сетка 
4x20 8x40 16x80 4x20 8x40 16x80 

w х106 (м) 12.980 12.971 12.969 12.575 12.872 12.944 
w/wэталон

 1.001 1.000 1.000 0.970 0.992 0.998 
Эталон 
х106(м) 12.971 12.971 12.971 12.971 12.971 12.971 

 
Таблица 3 
Сосредоточенная нагрузка, b/a = 5, защемление 

 Регулярная сетка Нерегулярная сетка 
4x20 8x40 16x80 4x20 8x40 16x80 

w х106 (м) 7.576 7.377 7.287 5.066 6.573 7.037 

w/wэталон
 1.047 1.019 1.005 0.700 0.908 0.972 

Эталон 
х106(м) 7.236 7.236 7.236 7.236 7.236 7.236 

 
Таблица 4 
Распределенная нагрузка, b/a = 5, защемление 

 Регулярная сетка Нерегулярная сетка 
4x20 8x40 16x80 4x20 8x40 16x80 

w х106 (м) 2.60344 2.60365 2.60370 2.222 2.521 2.585 

w/wэталон
 0.9994 0.9995 0.99955 0.8530 0.9678 0.9923 

Эталон 
х106(м) 2.605 2.605 2.605 2.605 2.605 2.605 
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Тест 8.4а  Проверка сходимости КЭ прогиба плиты для косоугольной области 
 
Цель: Проверить сходимость перемещений косоугольной опертой по контуру плиты при 

различных вариантах сетки КЭ. 
 
Формулировка задачи: Определить вертикальные перемещения центра плиты при различных 

папаметрах сетки КЭ – размере КЭ и угле наклона граней (30°, 40°, 60°, 80°). 
 
Описание расчетной схемы: Рассматривается косоугольная шарнирно опертая по контуру 

изгибаемая плита, нагруженная равномерно-распределенной нагрузкой по площади. 
 

 
 

Аналитическое решение: L.S.D. Morley, Skew plates and structures, Londres, Pergamon Press, 
1963, p. 96. 

 
Геометрия: 
Толщина: h = 0.01 м; 
Длина стороны: а = 1 м;  

 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 36 • 106 Па; 
Коэффициент Пуассона ν = 0.3. 
 
Граничные условия:  
Шарнирное оперение по граням плиты. 
 
Нагрузки: 
Распределенная нагрузка по площади: p =1 Па. 
 
Примечание: 
Для построения схемы использованы КЭ 19 - четырехугольный КЭ плиты. 
Рассматриваются конечноэлементные схемы 4х4, 8х8, 16х16: 
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Результаты расчета: 
 

 
Расчетная схема 

 

 
Мозаика  вертикальных перемещений от сосредоточенной силы 
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СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 
Численное решение: Эталонное значение в источнике получено как среднее значение 

результатов расчена многих прокраммных комплексов использующих МКЕ с погрешностью 5 - 10% 
Cравнение с эталонным решением. В таблицах приводятся значения вертикальных перемещений в 
точке С для различных сеток и углов наклона граней. 

 
Таблица 1  
Вертикальные перемещения в точке С 

Схема Угол наклона плиты 
800 600 400 300 

4х4 (мм) 1.1284 0.7664 0.3008 0.1338 
8х8 (мм) 1.1599 0.7721 0.2923 0.1259 

16х16 (мм) 1.1700 0.7757 0.2919 0.1246 
Эталон (мм) 1.4090 0.9318 0.3487  0.1485  

 
Таблица 2  
Соотношения вертикальных перемещений w/wэталон в точке С 

Схема Угол наклона плиты 
800 600 400 300 

4х4 (мм) 0.8009 0.8225 0.8626 0.9010 
8х8 (мм) 0.8232 0.8286 0.8383 0.8478 

16х16 (мм) 0.8304 0.8325 0.8371 0.8391 
Эталон (мм) 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

Как видим по плитам с углом наклона 40 и 30 градусов, при сгущении сетки увеличивается 
расхождение с эталоном. Поэтому появились сомнения в точности эталона. Сравним 
результаты расчета с ранее верифицированными ПК: Abaqus и ANSYS. 

Таблица 3 
Вертикальные перемещения в точке С вычисленные в ПК Abaqus и ANSYS 

Схема 
Угол наклона плиты 

800 600 
Abaqus ANSYS Abaqus ANSYS 

4х4 (мм) 1.1931 1.1787 0.8076 0.7789 
8х8 (мм) 1.1797 1.1756 0.7816 0.7714 

16х16 (мм) 1.1784 1.1761 0.7804 0.7762 
 400 300 

4х4 (мм) 0.3095 0.2847 0.1278 0.1170 
8х8 (мм) 0.2942 0.2790 0.1257 0.1152 

16х16 (мм) 0.2926 0.2861 0.1247 0.1198 
 
Таблица 4 
Соотношения вертикальных перемещений в точке С w/wAbaqus и w/wANSYS 

Схема 
Угол наклона плиты 

800 600 
Abaqus ANSYS Abaqus ANSYS 

4х4 (мм) 0.9458 0.9573 0.9490 0.9840 
8х8 (мм) 0.9832 0.9866 0.9878 1.0009 

16х16 (мм) 0.9929 0.9948 0.9940 0.9994 
Схема 400 300 

4х4 (мм) 0.9719 1.0566 1.0469 1.1436 
8х8 (мм) 0.9935 1.0477 1.0016 1.0929 

16х16 (мм) 0.9976 1.0203 0.9992 1.0401 
 
Как видно из таблиц, при сгущении сети КЭ результат приближается к результату, 

полученному в верифицированных ПК Abaqus и ANSYS. Исходя из этого, можно сделать вывод, что 
принятое изначально эталонное решение ошибочно. 
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Тест 8.4б  Проверка сходимости КЭ прогиба плиты для косоугольной области 
 
Цель: Проверить сходимость перемещений косоугольной консольной плиты при различных 

вариантах сетки КЭ. 
 
Формулировка задачи: Определить вертикальные перемещения точек А и В плиты при 

различных папаметрах сетки КЭ – размере КЭ и угле наклона граней (30°, 50°, 70°). 
 
Описание расчетной схемы: Рассматривается косоугольная консольная изгибаемая плита, 

нагруженная равномерно-распределенной нагрузкой по площади. 
 

 
 

Аналитическое решение: K.Mallikarjuna, U.Shrinivasa A set of pathological tests to validate new 
finite elements. Sadhana, Vol. 26, Part 6, dezember 2001, P.549-589. 

 
Геометрия: 
Толщина: h = 4 м; 
Длина стороны: L = 100 м;  
Угол β = 30°, 50°, 70°. 

 
Характеристика материала: 
Модуль упругости Е = 1 • 105 Па; 
Коэффициент Пуассона ν = 0.3. 
 
Граничные условия:  
Указано на рисунке. 
 
Нагрузки:  
Распределенная нагрузка по площади: q= 1 кН/м2. 
 
Примечание: 
Для построения схемы использованы КЭ 19 - четырехугольный КЭ плиты. 
Рассматриваются конечноэлементные схемы 4х4, 8х8, 16х16: 
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Результаты расчета: 
 

 
Расчетная схема 

 

 
Мозаика  вертикальных перемещений от сосредоточенной силы 
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СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 
 
Численное решение: сравнение с эталонным решением. В таблицах приводятся значения 

вертикальных перемещений в точках А; В ; и нормированые перемещения в соответствующих точках, 
для различных сеток и углов наклона граней. 

 
 

 
70° 50° 30° 

wA х103 (м) wB х103 (м) wA х103 (м) wB х103 (м) wA х103 (м) wB х103 (м) 

4x4 ‐21.54764 ‐16.13494 ‐16.9248 ‐8.16775 ‐10.87831 ‐2.05689 

8x8 ‐22.03035 ‐16.19835 ‐17.8332 ‐8.37049 ‐12.08168 ‐2.26508 

16x16 ‐22.167 ‐16.21139 ‐18.18053 ‐8.43146 ‐12.69943 ‐2.35744 

Эталон ‐22.33906 ‐16.31563 ‐18.46563 ‐8.54375 ‐13.28437 ‐2.44063 

4x4 0.96457 0.98893 0.91656 0.95599 0.81888 0.84277 

8x8 0.98618 0.99281 0.96575 0.97972 0.90947 0.92807 

16x16 0.9923 0.99361 0.98456 0.98686 0.95597 0.96591 

Эталон 1 1 1 1 1 1 
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Тест 8.5  Проверка сходимости КЭ изгибаемой плиты для круговой области 
 
Цель: Проверить сходимость перемещений круглой изгибаемой плиты при различных 

вариантах сетки КЭ. 
 
Формулировка задачи: Определить вертикальные перемещения в центре плиты при 

различных папаметрах сетки КЭ. 
 
Описание расчетной схемы: Рассматривается круглая шарнирно опертая и защемленная по 

контуру изгибаемая плита, нагруженная: 
а) сосредоточенной нагрузкой в центре; 
б) равномерно-распределенной нагрузкой по площади. 
 

 
 
Аналитическое решение: K.Mallikarjuna, U.Shrinivasa A set of pathological tests to validate new 

finite elements. Sadhana, Vol. 26, Part 6, dezember 2001, P.549-589. 
 
Геометрия: 
Толщина: h = 0.01 м; 
Радиус: R=5. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 10920 кПа; 
Коэффициент пуассона ν = 0.3. 
 
Граничные условия:  
Шарнирное операние и защемление по контуру. 
 
Нагрузки:  
Сосредоточенная нагрузка в центре плиты Р=4кН и распределенная нагрузка по площади: p = 1 

кН/м2. 
 
Примечание: 
Для построения схемы использованы КЭ 11 - прямоугольный КЭ плиты и КЭ 19 - 

четырехугольный КЭ плиты. 
Рассматриваются расчетные схемы из конечных элементов плоской оболочки – 3, 12 и 48 

КЭ элементов на четверть плиты. 
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Результаты расчета: 
 

 
Изополя вертикальных перемещений от сосредоточенной силы при шарнирном опирании 

пластины 
 

 
Эпюра вертикальных перемещений от сосредоточенной силы при шарнирном опирании 

пластины 
 

 
Изополя вертикальных перемещений от равномерно распределенной нагрузки при 

шарнирном опирании пластины 
 

 
Эпюра вертикальных перемещений от равномерно распределенной нагрузки при шарнирном 

опирании пластины 
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Изополя вертикальных перемещений от сосредоточенной силы при защемлении пластины 

 

 
Эпюра вертикальных перемещений от сосредоточенной силы при защемлении пластины 

 

 
Изополя вертикальных перемещений от равномерно распределенной нагрузки при 

защемлении пластины 
 

 
Эпюра вертикальных перемещений от равномерно распределенной нагрузки при защемлении 

пластины 
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СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 
Численное решение: сравнение с эталонным решением. В таблицах приводятся значения 

вертикальных перемещений в точке С для различных сеток и опираний для R = 5м. 
 
Таблица 1  
Радиус 5м, шарнирное опирание 

 Сосредоточенная нагрузка Распределенная нагрузка 
Схема 1 Схема 2 Схема 3 Схема 1 Схема 2 Схема 3 

w x106 (мм) 5.154 5.083 5.061 40.511 39.920 39.824 
w/wэтолон 1.021 1.007 1.002 1.017 1.002 1.000 
Эталон  

x106 (мм) 5.050 5.050 5.050 39.832 39.832 39.832 

 
Таблица 2  
Радиус 5м, защемление 

 Сосредоточенная нагрузка Распределенная нагрузка 
Схема 1 Схема 2 Схема 3 Схема 1 Схема 2 Схема 3 

w x106 (мм) 1.756 1.943 1.981 7.542 9.121 9.597 
w/wэтолон 0.883 0.977 0.996 0.771 0.931 0.981 
Эталон 

x106 (мм) 1.989 1.989 1.989 9.797 9.797 9.797 
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Тест 8.6  Проверка наличия у матрицы жесткости мод с нулевой энергией (соосно 
нагруженная плита) 

 
Аналитическое решение: K.Mallikarjuna, U.Shrinivasa A set of pathological tests to validate new 

finite elements. Sadhana, Vol. 26, Part 6, dezember 2001, P.549-589. 
 
Формулировка задачи: рассматривается защемленная по левому торцу прямоугольная плита, 

нагруженная сосредоточенной силой соосно приложенной к правому торцу плиты. Определяются 
горизонтальные перемещения в т. С и напряжения в плите. 

 
Геометрия: 

 
t = 0.1 м - толщина плиты;  
a = 2 м - ширина плиты;  
b = 6 м - длина плиты; 
 
Характеристика материала: Е = 1 • 107 кПа, ν = 0.2. 
 
Граничные условия: Левый торец жестко защемлен. 
 
Нагрузки: Сосредоточенная нагрузка в точке по оси x: P = 1 кН. 
 
Примечание: 
Для построения схемы использованы КЭ 21 - прямоугольный КЭ балки-стенки. 
Количество узлов:21. 
Количество элементов:12. 
 
Численное решение: сравнение с эталонным решением. В таблице приводятся значения 

горизонтальных перемещений в точке С и напряжения при x=3. 
 
РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТА: 
 

 
Мозаика горизонтальных перемещений 
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Мозаика горизонтальных напряжений (Nx) 

 
Таблица 6.1  
Перемещения и напряжения в плите 

 Перемещения wc (м*10-6) Напряжения (кН/м2) 
ПК ЛИРА-САПР 3.66 5.000 

Аналитическое решение 3.31 4.751 
Отклонение 1.106 1.052 
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Тест 8.7  Проверка наличия у матрицы жесткости мод с нулевой энергией (плита опертая 
в угловых точках) 

 
Аналитическое решение: K.Mallikarjuna, U.Shrinivasa A set of pathological tests to validate new 

finite elements. Sadhana, Vol. 26, Part 6, dezember 2001, P.549-589. 
 
Формулировка задачи: рассматривается опертая в угловых точках квадратная плита, 

нагруженная равномерно-распределенной поперечной нагрузкой. Определяются вертикальные 
перемещения в центре плиты. 

 
Геометрия: 
 

 
 
t = 1 м - толщина плиты;  
а = b = 10 м и 100 м - ширина и длина плиты; 
 
Характеристика материала: Е = 1 • 104 кПа, ν = 0.3. 
 
Граничные условия: шарнирное опирание в углах плиты. 
 
Нагрузки: Распределенная нагрузка по площади: q= 1 кН/м2 
 
Примечание: 
Для построения схемы использованы КЭ 11 - прямоугольный КЭ плиты. 
Количество узлов:242 (в каждой из плит по 121). 
Количество элементов:200 (в каждой из плит по 100). 
 
Численное решение: сравнение с эталонным решением. В таблице приводятся значения 

вертикальных перемещений в точке В. 
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РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТА: 
 

 

 
Мозаика вертикальных перемещений 

 
 
Таблица 7.1  

 a/t=10 (102мм) a/t=100 (106мм) 
ПК ЛИРА-САПР 2.76 2.76 

Эталон 2.53 2.53 
Отклонение 1.09 1.09 
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Тест 8.8  Цилиндрическая оболочка под собственным весом 
 
Цель: Проверить сходимость перемещений середины свободного края цилиндрической 

оболочки при различных размерах сетки КЭ. 
 
Формулировка задачи: Определить вертикальные перемещения середины свободного края 

цилиндрической оболочки при различных размерах сетки КЭ. 
 
Описание расчетной схемы: Цилиндрическая оболочка, шарнирно опертая по торцевым 

(криволинейным) граням, загруженная нагрузкой от собственного веса.  
 

 
Аналитическое решение: A.C. Scordelis et K.S. Lo, “Computer analysis of cylindrical shells”, 

J. Amer. Concr. Inst., 61, 1964. 
 
Геометрия: 
Радиус кривизны оболочки R = 3м. Пролет оболочки L = 6м. 
Половина центрального угла дуги оболочки φ = 40°. Толщина оболочки h = 0.03м. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 3 х1010 тс/м2. Коэффициент Пуассона ν = 0.0. 
 
Граничные условия: 
Вариант 1 
Для корректного задания связей симметрии были заданы локальные оси узлов 

(цилиндрическая система координат: ось Х2 – по радиусу, ось Z2 касательная к дуге AD, ось Y2 вдоль 
пролёта L. 

Шарнирно неподвижная опора по грани дуги AE – связи по направлениям степеней свободы X2, 
Z2, UY2 (u=0, w=0, θY = 0). 

Связи симметрии по линии ЕО - связи по Z2 и вокруг Y2. 
Связи симметрии по линии ВО - связи по Y2 и вокруг Z2. 
Вариант 2 
Рассматривается полная оболочка.  
Шарнирно неподвижная опора по грани дуги AD и с другого торца – X, Z, UY (u=0, w=0, θY = 0). 
 
Нагрузки: 
Собственный вес (q = 6370 тс/м2). 
 
Примечание: 
Задача решается в пространственной постановке (признак схемы 5). 
Для построения схемы использованы КЭ 41 - универсальный прямоугольный КЭ оболочки. 
В расчетной схеме рассмотрен фрагмент оболочки (четверть). Для учета отсеченной 

части были приложены связи симметрии. 
Рассматриваются расчетные схемы из 16 (сетка 4х4), 64  (сетка 8х8), 256 (сетка 16х16), 

1024 (сетка 32х32) и 4096 (сетка 64х64) конечных элементов оболочки для четверти панели 
(соответственно в 4 раза больше элементов при рассмотрении полной оболочки). 
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Различная триангуляция четверти оболочки 

 

 
Заданные связи и направление локальной (цилиндрической) системы координат 

 
Результаты расчета: 

 
Мозаика перемещений для варианта 1 (четверть оболочки) 
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Мозаика перемещений для варианта 2 (полная оболочка) 

 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 
Численное решение: сравнение с эталонным решением. В таблице приводятся значения 

вертикальных перемещений в точке А. Так же, приведены и нормированные значения вертикальных 
перемещений w=wa/wэталон. 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТА: 
Таблица 8.1  

 Сетки 
4х4 8х8 16х16 32х32 64х64 Эталон 

Перемещения  
в точке В  

для четверти 
(вариант 1) 

wB, м 

-3.358 • 10-2 -3.561 • 10-2 -3.644 • 10-2 -3.667 • 10-2 -3.673 • 10-

2[R5] -3.70 • 10-2 

Погрешность, 
% 9.243 3.757 1.514 0.892 0.730 - 

Перемещения  
в точке В для  
полной обол. 
(вариант 2) 

wB, м 

*-3.357 • 10-2 *-3.561 • 10-2 *-3.644 • 10-2 *-3.657 • 10-2 *-3.663 • 10-2 -3.70 • 10-2 

Погрешность, 
% 9.243 3.757 1.514 1.162 1.000 - 

 
Со сгущением сетки наблюдается монотонная сходимость (для варианта 1 быстрее, для 

варианта 2 медленнее). 
 
* При отсутствии аналитического решения не ясно как был получен эталонный результат: 

рассчитывалась ли оболочка целиком или четверть, а если четверть, то как накладывались связи 
симметрии – в декартовой или цилиндрической системе координат. 
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Тест 8.9  Замкнутая круговая цилиндрическая оболочка под действием 
самоуравновешенной системы двух сосредоточенных сил (торцы свободны) 

 
Цель: Проверить сходимость перемещений цилиндрической замкнутой оболочки при 

различных размерах сетки КЭ. 
 
Формулировка задачи: Определить перемещения замкнутой цилиндрической оболочки в 

точке приложения нагрузки. 
 
Описание расчетной схемы: Цилиндрическая замкнутая оболочка со свободными краями, 

загруженная системой самоуравновешивающих сил.  
 

 
 
Аналитическое решение: G. Horrigmoe et P.G. Bergan, “Non linear analysis of free from shells by 

flat finite elements”, Computer Mathematics in Applied Mechanics and Engineering, vol. 16, Amsterdam, 
North Holland, 1978.  

 
Геометрия: 
Длина: L=10.35 м; 
Радиус: R=4.953 м; 
Толщина: h=0.094 м. 
 
Характеристика материала:  
Модуль упругости Е = 10.5 • 106 Па; 
Коэффициент Пуассона ν = 0.3125. 
 
Граничные условия:  
Свободные условия. 
 
Нагрузки:  
Сосредоточенные силы Р=100 Н. 
 
Примечание: 
Задача решается в пространственной постановке (признак схемы 5). 
В расчетной схеме рассмотрен фрагмент оболочки (1/8). Для учета отсеченной части были 

приложены связи симметрии. 
Для построения схемы использованы КЭ 41 - универсальный прямоугольный КЭ оболочки. 
Рассматриваются расчетные схемы 5x10 и 10x20 для одной восьмой части оболочки. 
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Результаты расчета: 
 

 
Расчетная схема 

 

 
Мозаика перемещений 

 
 
СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА: 
 
Численное решение: сравнение с эталонным решением. В таблице приводятся значения 

перемещений в точке под силой (w) для различных сеток. Там же приведены и нормированные 
значения вертикальных перемещений.w=w/wэталон. 

 

Точка Искомая 
величина 

Аналитическое 
решение 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) 5x10 

Результаты расчета 
(ЛИРА-САПР) 10x20 

А 
va, м 

перемещения 
вдоль оси y 

-113.9 • 10-3 -110.16 • 10-3 
(3.2%) 

-112.85 • 10-3 
(0.9%) 
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МАТРИЦЫ ВЕРИФИКАЦИОННЫХ ТЕСТОВ 

Раздел 1: ЛИНЕЙНАЯ СТАТИКА 

№ Наименование 
теста 

Нагрузки/ 
воздействия 

Тип проверки 
результатов 

Конечные 
элементы 

Оцениваемые 
параметры 

Максимальная 
погрешность, 

% 

1.1 
Пространственная 
рама с упругими 

опорами 
Вертикальная 

сила (1) Стержень 3D Моменты, 
перемещения 

0.083 
0.0027 

1.2 Плоская ферма 

Вертикальные 
силы, заданный 

поворот, 
равномерный 

нагрев 

(1) Стержень 2D 
Продольное 
усилие, 

перемещение 
0.00092 
0.025 

1.3 Балка с затяжкой 

Равномерно 
распределенная 

нагрузка, 
заданное 
смещение 

(1) Стержень 2D 
Продольное 

усилие, 
момент, 

перемещение 

0.0000068 
0.000069 
0.00092 

1.4 Прямоугольная 
консольная плита 

Равномерно 
распределенная 

нагрузка 
(1) 

Плоская 
оболочка 
(4 узла) 

Вертикальное 
перемещение 1.46 

1.5 Круглая плита 
Равномерно 

распределенная 
нагрузка 

(1) 
Плоская 
оболочка 

(3 и 4 узла) 
Вертикальное 
перемещение 0.003 

1.6 
Цилиндр под 
внутренним 
давлением 

Равномерное 
внутреннее 
давление 

(1) 
Плоская 
оболочка 
(4 узла) 

Напряжение, 
перемещение 

2.22 
3.45 

1.7 
Тор под 

внутренним 
давлением 

Равномерное 
внутреннее 
давление 

(1) 
Плоская 
оболочка 
(4 узла) 

Напряжение, 
перемещение 

0.24 
1.773 

1.8 
Цилиндрическая 
оболочка под 
собственным 

весом 

Равномерно 
распределенная 

нагрузка 
(1) 

Плоская 
оболочка 
(4 узла) 

Перемещение 2.63 

1.9 Кручение 
консольной плиты 

Вертикальные 
разно-

направленные 
силы 

(1) 
Плоская 
оболочка 
(4 узла) 

Перемещение 0.014 

1.10 
Параллелепипед 
под действием 

собственного веса 

Равномерно 
распределенная 
вертикальная 

нагрузка 
(1) Объемный КЭ 

(8 узлов) 
Перемещение, 
напряжение 

2.16 
3.85 

1.11 
Чистый изгиб 

призматического 
бруса 

Сосредоточен-
ный момент (1) Объемный КЭ 

(8 узлов) 
Перемещение 

 3.05 

1.12 Стержень на 
упругом основании 

Треугольная 
распределенная 

нагрузка 
(1) 

Стержень 
балочного 
ростверка 

Момент, сила, 
перемещения 0.0 

1.13 
Криволинейный 
брус (задача 
Головина) 

равномерно 
распределённая 
нагрузка по грани 

(1) КЭ оболочки напряжения 3.02 

1.14 
Клин с 

сосредоточенной 
силой (задача 
Мичелла) 

сосредоточенная 
нагрузка (1) КЭ оболочки напряжения 2.7 

1.15 
Изгиб клина 

моментом (задача 
Инглиса) 

сосредоточенный 
момент (1) КЭ оболочки напряжения 4 

1.16 
Изгиб клина 

распределенной 
нагрузкой (задача 

Леви) 

равномерно 
распределённая 
нагрузка по грани 

(1) КЭ оболочки напряжения 3.9 

1.17 
Балка-стенка под 
распределенной 

нагрузкой 

равномерно 
распределённая 
нагрузка по грани 

(3) КЭ балки-
стенки напряжения 24.7 



220 ЛИРА-САПР. Верификационный отчет. Том II 

№ Наименование 
теста 

Нагрузки/ 
воздействия 

Тип проверки 
результатов 

Конечные 
элементы 

Оцениваемые 
параметры 

Максимальная 
погрешность, 

% 

1.18 
Квадратная 
пластинка, 

оконтуренная 
стержнем 

сосредоточенная 
нагрузка (3) КЭ оболочки напряжения 0.66 

1.19 Прямоугольная 
плита 

нагрузка 
распределённая 
по треугольнику 

на грань 
(1) КЭ оболочки перемещение и 

момент 
0.5 
0.55 

1.20 
Толстая 

квадратная плита, 
защемленная по 

контуру 

равномерно 
распределённая 
нагрузка по грани 

(3) объемные КЭ перемещение 
напряжение 

5.7% 
78% 

1.21 
Толстая круглая 

плита, 
защемленная по 

контуру 

равномерно 
распределённая 
нагрузка по грани 

(3) объемные КЭ перемещение 
напряжение 

1% 
85.5% 

Раздел 2: УСТОЙЧИВОСТЬ 

№ Наименование 
теста 

Нагрузки/ 
воздействия 

Тип проверки 
результатов 

Конечные 
элементы 

Оцениваемые 
параметры 

Максимальная 
погрешность, 

% 

2.1 

Устойчивость 
плоской формы 

изгиба 
прямоугольной 

оболочки 

Равномерно 
распределенная 

нагрузка по 
грани 

(1) 
Плоская 
оболочка 
(4 узла) 

Коэффициент 
запаса 3.645 

2.2 Устойчивость 
консоли 

Сила на конце 
консоли (1) Стержень 3D Коэффициент 

запаса 0.0 

2.3 
Устойчивость 
равномерно 
нагруженной 

консоли 

Равномерная 
продольная 
нагрузка 

(1) Стержень 3D Коэффициент 
запаса 1.55 

2.4 
Устойчивость 
плоской формы 

изгиба консольного 
стержня 

Равномерная 
распределенная 
нагрузка, сила и 

момент 
(1) Стержень 3D Критическая 

сила 0.4 

2.5 
Устойчивость 
плоской формы 
изгиба шарнирно 
опертой балки 

Равномерная 
распределенная 
нагрузка, сила и 

момент 
(1) Стержень 3D Критическая 

сила 0.169 

2.6 Устойчивость при 
кручении 

Крутящие 
моменты (1) Стержень 3D Критический 

момент 0.048 

Раздел 3: ДИНАМИКА 

№ Наименование 
теста 

Нагрузки/ 
воздействия 

Тип проверки 
результатов 

Конечные 
элементы 

Оцениваемые 
параметры 

Максимальная 
погрешность, % 

3.1 
Балка 

переменного 
сечения 

Модальный 
анализ (1) Стержень 3D Частота 1.76 

3.2 Тонкая плита Модальный 
анализ (1) 

Плоская 
оболочка 
(4 узла) 

Частота 1.775 

3.3 Шарнирно 
опертая плита 

Модальный 
анализ (1) Плита 

(4 узла) Частота 0.811 

3.4 Цилиндрическая 
оболочка 

Модальный 
анализ (1) 

Плоская 
оболочка 

(4 узла 
Частота 5.029 

3.5 Задача Ховгаарда Модальный 
анализ (1) Стержень 3D Частота 7.9 

3.6 
Колебания 

клинообразной 
консоли 

Модальный 
анализ (1) Плита 

(3 и 4 узла) Частота 0.55 
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№ Наименование 
теста 

Нагрузки/ 
воздействия 

Тип проверки 
результатов 

Конечные 
элементы 

Оцениваемые 
параметры 

Максимальная 
погрешность, % 

3.7 
Динамическая 
задача при 
импульсном 
воздействии 

Прямоугольный 
импульс 

длительностью 
0.08с при 

коэффициенте 
затухания 0 

(1) Стержень 3D Перемещение 1.49 

3.8 
Динамическая 
задача при 
импульсном 
воздействии 

Произвольный 
импульс 

длительностью 
0.2с 

(1) Стержень 3D Перемещение 0.9 

3.9 

Развитие 
перемещений 

вдоль стержня со 
свободными 
концами 

Прямоугольный 
импульс 

длительностью 
0.24с 

(1) Стержень 3D Перемещение 2.1 

3.10 

Динамическая 
односторонняя 

контактная задача 
для квадратной 

пластины 

Мгновенное 
силовое 

воздействие 
по контуру 
пластины 

(3) 

Плита  
(4 узла), спец. 
КЭ одностор. 
упругой связи 

(1 узел) 

Перемещение 8.92 

Раздел 4: ФИЗИЧЕСКАЯ НЕЛИНЕЙНОСТЬ 

№ Наименование 
теста 

Нагрузки/ 
воздействия 

Тип 
проверки 

результатов 
Конечные 
элементы 

Оцениваемые 
параметры 

Максимальная 
погрешность, 

% 

4.1 Жесткая балка на 
подвесках 

Вертикальная 
сила (1) 

Физически 
нелинейный 
стержень 3D 

Усилия в 
подвесках, 

перемещения 
5.43 
4.71 

4.2 

Железобетонная 
плита перекрытия 
с распределенной 

нагрузкой 

Равномерно 
распределенная 

нагрузка 
(1) 

Физически 
нелинейная 
оболочка 
(4 узла) 

Перемещение, 
предельный 

момент 

10.74 
 

1.18 

4.3 
Железобетонная 

плита под распред. 
нагрузкой 

Равномерно 
распределенная 

нагрузка 
(1) 

Физически 
нелинейный 
стержень 3D 

Перемещение, 
предельный 

момент 

10.74 
 

1.18 

Раздел 5: КОНСТРУКТИВНАЯ НЕЛИНЕЙНОСТЬ 

№ Наименование 
теста 

Нагрузки/ 
воздействия 

Тип 
проверки 
рез-тов 

Конечные элементы Оцениваемые 
параметры 

Максимальная 
погрешность, 

% 

5.1 
Консольный 
стержень на 

односторонних 
опорах 

Вертикальные 
силы (1) 

Спец. КЭ одностор. 
упругой связи 

(1 узел) 

Перемещение, 
реакции в 
опорах 

0.18 
 

1.91 

5.2 
Система с 

односторонними 
пружинами 

Горизонтальная 
сила (1) 

Спец. КЭ одностор. 
упругой связи 

(2 узла) 
Усилия в 
пружинах 0.22 

5.3 
Круглая плита на 
одностороннем 

упругом 
основании 

Равномерно 
распред. нагрузка, 

равномерно 
распределенный 

момент по 
контуру 

(1) 

Оболочка  
(3 и 4 узла), спец. КЭ 

односторонней 
упругой связи  

(1 узел) 

Область 
контакта, 
поворот 
контура 

11.11 
 

15.16 

5.4 Контактная задача 
для цилиндра 

Внешнее 
давление, 

изменяющееся по 
высоте по закону 
треугольника 

(3) 
Стержень 3D, спец. 
КЭ односторонней 
упругой связи  

(2 узла) 

Угол поворота, 
радиальное 
перемещение 

 
3.33 

 
0.984 

5.5 
Квадратная плита 
на одностороннем 
жестком основ. 

Равномерно 
распред. нагрузка 

по области 
(3) 

Плита (4 узла), спец. 
КЭ одностор. упругой 

связи (1 узел) 
Область 
контакта 0.0 

5.6 
Температурное 
расширение при 
наличии зазора 

Температурная 
нагрузка (1) 

Стержень 3D, спец. 
КЭ односторонней 
упругой связи 

(1 узел) 
Напряжение 0.0 
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Раздел 6: ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ НЕЛИНЕЙНОСТЬ 

№ Наименование 
теста 

Нагрузки/ 
воздействия 

Тип 
проверки 

результатов 
Конечные 
элементы 

Оцениваемые 
параметры 

Максимальная 
погрешность, 

% 

6.1 
Стальной канат с 
заданной стрелой 

провеса 

Равномерно 
распределенная 

нагрузка, 
вертикальная 

сила 

(1) 
Геометрически 
нелинейный 
стержень 3D 

(нить) 

Распор, 
продольное 
усилие, 

перемещение 

0.527 
0.567 
0.322 

6.2 
Нить с 

разновысокими 
опорами 

Равномерная 
нагрузка по 
половине 
продета, 

вертикальная 
сила 

(1) 
Геометрически 
нелинейный 
стержень 3D 

(нить) 

Распор, 
продольное 
усилие, 

перемещение, 
поворот 

0.069 
1.193 
1.217 
0.095 

6.3 
Стальной канат с 

заданной 
начальной 
длиной 

Нагрузка, 
распределенная 
по треугольнику 

(1) 
Геометрически 
нелинейный 
стержень 3D 

(нить) 

Продольное 
усилие, 

перемещение 
0.29 
0.84 

6.4 Вантовая сеть Вертикальные 
силы (1) 

Геометрически 
нелинейный 
стержень 3D 

(нить) 
Перемещение 6.28 

6.5 Вантовая ферма Вертикальная 
сила (1) 

Геометрически 
нелинейный 
стержень 3D 

(нить) 

Продольное 
усилие, 

перемещение 
2.0 
3.7 

6.6 Ильный изгиб 
консоли 

Вертикальная 
сила (1) 

Геометрически 
нелинейный 

сильно 
изгибаемый 
стержень 3D 

Перемещение, 
момент 

0.15 
0.37 

6.7 Закритический 
изгиб консоли 

Вертикальная и 
горизонтальная 

силы 
(1) 

Геометрически 
нелинейный 

сильно 
изгибаемый 
стержень 3D 

Перемещение 2.2 

6.8 
Закритический 
изгиб шарнирно 
опертого стержня 

Вертикальная и 
горизонтальные 

силы 
(1) 

Геометрически 
нелинейный 

сильно 
изгибаемый 
стержень 3D 

Перемещение 2.2 

6.9 

Геометрически 
нелинейная 
задача со 
стержнями 
различной 
жесткости 

Наклонная сила (1) 

Геометрически 
нелинейный 
стержень 3D 

(нить) 
 

Перемещение 2.27 

6.10 

Стержень под 
действием 

растяжения и 
равномерно 

распределенной 
нагрузки 

Равномерно 
распределенная 

нагрузка, 
горизонтальные 

силы 

(1) 
Геометрически 
нелинейный 
стержень 3D 

(нить) 

Перемещение, 
момент 

0.00 
0.33 

6.11 
Сильный изгиб 
консольной 

плиты 
Изгибающий 

момент (1) 
Геометрически 
нелинейная 
оболочка 

Перемещение, 
поворот, 

напряжение 

1.63 
0.23 
0.002 

6.12 
Квадратная 
мембрана с 
податливым 
контуром 

Равномерно 
распределенная 

нагрузка 
(4) 

Геометрически 
нелинейные 
Оболочка, 
и сильно 

изгибаемый 
стержень 3D 

Перемещение, 
усилие в 
контуре 

0.0 
1.82 

 
  



 ЛИРА-САПР. Верификационный отчет. Том II 223 

Раздел 7: ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ПОПЕРЕЧНЫХ СЕЧЕНИЙ 

№ Наименование 
теста 

Нагрузки/ 
воздействия 

Тип проверки 
результатов 

Конечные 
элементы 

Оцениваемые 
параметры 

Максимальная 
погрешность, 

% 

7.1 
Определение 

геометрических 
характеристик 

эллипса 
– (1) 

Специальный 
КЭ 

(3 узла) 

Момент инерции 
кручения, 

сдвиговая площадь, 
секториальный 
момент инерции, 

координаты центра 
кручения 

0.09 
 

0.045 
 

0.66 
 

0.0 

7.2 

Определение 
геометрических 
характеристик 

равностороннего 
треугольника 

– (1) 
Специальный 

КЭ 
(3 узла) 

Момент инерции 
кручения, 

сдвиговая площадь, 
секториальный 
момент инерции, 

координаты центра 
кручения 

0.02 
 

0.055 
 

0.01 
 

0.0 

7.3 
Определение 

геометрических 
характеристик 
полукруга 

– (1) 
Специальный 

КЭ 
(3 узла) 

Момент инерции 
кручения, 

сдвиговая площадь, 
секториальный 
момент инерции, 

координаты центра 
кручения 

0.20 
 

0.055 
 

0.63 
 

0.12 

7.4 

Определение 
геометрических 
характеристик 
тонкостенного 

двутавра 

– (1) 
Специальный 

КЭ 
(2 узла) 

Момент инерции 
кручения, 

сдвиговая площадь, 
секториальный 
момент инерции, 

координаты центра 
кручения 

0.67 
 

0.37 
 

0.02 
 

0.26 

7.5 

Определение 
геометрических 
характеристик 

сектора 
тонкостенного 

кольца 

– (1) 
Специальный 
тонкостенный 

КЭ 
(2 узла) 

Момент инерции 
кручения, 

сдвиговая площадь, 
секториальный 
момент инерции, 

координаты центра 
кручения 

0.08 
 

0.09 
 

0.05 
 

0.03 

7.6 

Определение 
геометрических 
характеристик 
тонкостенного 
полузамкнутого 

сечения 

– (1) 
Специальный 

КЭ 
(2 узла) 

Момент инерции 
кручения, 

сдвиговая площадь, 
секториальный 
момент инерции, 

координаты центра 
кручения 

0.06 
 

0.19 
 

0.102 
 

0.4 

Раздел 8: ПАТОЛОГИЧЕСКИЕ ТЕСТЫ 

№ Наименование теста Нагрузки/ 
воздействия 

Тип проверки 
результатов 

Конечные 
элементы 

Оцениваемые 
параметры 

Максимальная 
погрешность, 

% 

8.1 
Защемленная 

консольная пластинка 
с прямым изгибом 

равномерно 
распределённая 

нагрузка 
(1) 

Оболочка, 
объемные 

КЭ 
перемещение 43 

8.2 

Проверка влияния 
коэффициента 

Пуассона на точность 
результатов для 

конечных элементов 
плоской оболочки 
(цилиндрическая 

область) 

равномерно 
распределённая 

нагрузка по 
внутренней грани 

(1) КЭ 
оболочки перемещение 1.94 

8.3a 
Проверка сходимости 
КЭ изгибаемой плиты 

для квадратной 
области 

сосредоточенная 
нагрузка, 

распределенная 
нагрузка по 
площади 

(3) КЭ плиты перемещение 14.5 
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№ Наименование теста Нагрузки/ 
воздействия 

Тип проверки 
результатов 

Конечные 
элементы 

Оцениваемые 
параметры 

Максимальная 
погрешность, 

% 

8.3b 
Проверка сходимости 
КЭ изгибаемой плиты 
для прямоугольной 

области 

сосредоточенная 
нагрузка, 

распределенная 
нагрузка по 
площади 

(3) КЭ плиты перемещение 30 

8.4a 
Проверка сходимости 
КЭ прогиба плиты для 
косоугольной области 
опертой по контуру 

распределенная 
нагрузка по 
площади 

(3) КЭ плиты перемещение 5.4 

8.4b 

Проверка сходимости 
КЭ прогиба плиты для 
косоугольной области 
защемленной по грани 

распределенная 
нагрузка по 
площади 

(3) КЭ плиты перемещение 18.1 

8.5 
Проверка сходимости 
КЭ изгибаемой плиты 
для круговой области 

сосредоточенная 
нагрузка, 

распределенная 
нагрузка по 
площади 

(3) КЭ плиты перемещение 22.9 

8.6 

Проверка наличия у 
матрицы жесткости 

мод с нулевой 
энергией (соосно 
нагруженная плита) 

сосредоточенная 
нагрузка (3) КЭ балки-

стенки 
перемещение и 
напряжение 

10.6 
5.2 

8.7 

Проверка наличия у 
матрицы жесткости 

мод с нулевой 
энергией (плита 

опертая в угловых 
точках) 

равномерно 
распределённая 

нагрузка 
по площади 

(3) КЭ плиты перемещение 9.0 

8.8 
Цилиндрическая 
оболочка под 

собственным весом 

равномерно 
распределённая 

нагрузка по 
площади 

(3) КЭ 
оболочки перемещение 9.2 

8.9 

Замкнутая круговая 
цилиндрическая 
оболочка под 
действием 

самоуравновешенной 
системы двух 

сосредоточенных сил 
(торцы свободны) 

сосредоточенная 
нагрузка (3) КЭ 

оболочки перемещение 3.2 

Примечание к типу проверки результатов: 

(1) – сравнение с аналитическим решением; 
(2) – сходимость решения при уменьшении отношения толщины к размерам; 
(3) – сравнение с численным решением; 
(4) – эксперимент; 
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МАТРИЦЫ ВЕРИФИКАЦИИ КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

Общий вид матрицы верификации всех КЭ в ПК Лира-САПР 
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Матрица верификации линейных конечных элементов 

разделы верификационных тестов 1 2 3 4 5 6 8 

Виды КЭ типы КЭ\типы примеров 

Л
ин

ей
на

я 
ст
ат
ик

а 
 

Ус
то
йч

ив
ос
ть

  

Д
ин

ам
ик

а 
(с
пе

кт
ра

ль
ны

й 
ан

ал
из

) 

Д
ин

ам
ик

а 
(п
ря

м
ой

 а
на

ли
з)

 

Ф
из
ич

ес
ка
я 

не
ли

не
йн

ос
ть

  

Ко
нс
тр
ук
ти
вн

ая
 

не
ли

не
йн

ос
ть

 

Ге
ом

ет
ри

че
ск
ая

 
не

ли
не

йн
ос
ть

 

П
ат
ол

ог
ич

ес
ки

е 
те
ст
ы

 

Л
И
Н
ЕЙ

Н
Ы
Е 
КЭ

 

Стержень Типы КЭ 1‐5, 10 
1, 2, 
3, 12 

2, 
3, 
4, 

5, 6 

1, 5 7, 9         

Пластины 

Типы КЭ 11, 12, 19 
(тонкая плита), типы КЭ 
21‐24, 27, 30 (балка‐
стенка), типы КЭ 41, 42, 
44 (тонкая пологая 
оболочка) 

4, 5, 
6, 7, 
8, 9, 
13, 
14, 
15, 
16, 
17, 
18, 
19 

1 
2, 3, 
4, 6 

10       1 ‐ 9 

Пластины 
толстые 

Типы КЭ 15, 16, 17 
(толстая плита), типы КЭ 
45, 46, 47 (толстая 
пологая оболочка) 

см. 
том 

3 
стр. 
37 

              

Объемный КЭ Типы КЭ 31‐34, 36 

10, 
11, 
20, 
21, 
1.1 
т.3 

            1 

Специальные 
КЭ упругих 
связей 

Типы КЭ 51, 56, 55 1     8         

Специальный 
КЭ 

многослойного 
основания 

Тип КЭ 60                 

Специальные 
КЭ 

законтурного 
основания 

Типы КЭ 53, 54                 
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Матрица верификации физически нелинейных конечных элементов 

разделы верификационных тестов 1 2 3 4 5 6 8 

Виды КЭ типы КЭ\типы примеров 

Л
ин

ей
на

я 
ст
ат
ик

а 
 

Ус
то
йч

ив
ос
ть

  

Д
ин

ам
ик

а 
(с
пе

кт
ра

ль
ны

й 
ан

ал
из

) 

Д
ин

ам
ик

а 
(п
ря

м
ой

 а
на

ли
з)

 

Ф
из
ич

ес
ка
я 

не
ли

не
йн

ос
ть

  

Ко
нс
тр
ук
ти
вн

ая
 

не
ли

не
йн

ос
ть

 

Ге
ом

ет
ри

че
ск
ая

 
не

ли
не

йн
ос
ть

 

П
ат
ол

ог
ич

ес
ки

е 
те
ст
ы

 

Ф
И
ЗИ

ЧЕ
СЧ

КИ
 Н
ЕЛ

И
Н
ЕЙ

Н
Ы
Е 

Стержень Типы КЭ 201‐205, 210         

1, 3, 
4.9 

(том 
3) 

      

Пластины 
Типы КЭ 221‐224, 227, 

230 (балка‐стенка), тип 
241, 242, 244 (оболочка) 

        2       

Специальные 
КЭ 

Тип 207 
(предварительное 

обжатие (домкрат)) 
                

Тип 208  
(предварительное 

натяжение) 
                

Типы КЭ 251, 252 
(односторонние связи с 
учетом предельного 
усилия) 

                

Типы КЭ 255, 256 
(упругие связи  

с учетом предельных 
усилий) 

        
4.9 

(том 
3) 

      

Типы КЭ 261, 262, 
265, 266 

(односторонние 
упругие связи) 

      10   
1, 2, 
3, 4, 
5, 6 

    

Типы КЭ 263, 264  
(односторонний 

элемент трения) 
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Матрица верификации физически нелинейных (грунт) и геометрически нелинейных конечных 
элементов 

разделы верификационных тестов 1 2 3 4 5 6 8 

Виды КЭ типы КЭ\типы примеров 

Л
ин

ей
на

я 
ст
ат
ик

а 
 

Ус
то
йч

ив
ос
ть

  

Д
ин

ам
ик

а 
(с
пе

кт
ра

ль
ны

й 
ан

ал
из

) 

Д
ин

ам
ик

а 
(п
ря

м
ой

 а
на

ли
з)
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ВЫВОДЫ . 

Программный комплекс ЛИРА–САПР является типичным представителем 
промышленных программ массового применения. Здесь имеется развитый 
пользовательский интерфейс, который позволяет задавать исходные данные на основе 
архитектурной модели, т.е. реализована цепочка АРХИТЕКТУРНАЯ МОДЕЛЬ – 
АНАЛИТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ – РАСЧЕТНАЯ СХЕМА. Представительный набор конструирующих 
систем позволяет рассчитать и запроектировать элементы стальных и железобетонных 
конструкций. В расширенной комплектации программы есть подсистемы для выполнения 
рабочих чертежей разделов КЖ и КМ: САПФИР‐ЖБК и КМ‐САПР. 

В ПК ЛИРА–САПР реализованы конечные элементы, которые имеют строгое 
математическое обоснование. 

Для каждого конечного элемента выполнена проверка: 
 

t
uLh hСuu ≤−

2

, 
τ

σ≤σ−σ hС
Lh

2

, 

где: •  – непрерывный аналог среднеквадратичной невязки; 

  ( )hh ,u,u σσ  – точное и приближенное значение перемещений (напряжений); 

  σС,Сu  – константы; 
  h  – максимальный размер конечного элемента; 
  τ,t  – порядок сходимости МКЭ по перемещениям и напряжениям. 
Для всех конечных элементов, реализованных в ПК ЛИРА–САПР, выполнены эти 

проверки, и приведены величины t  и τ . 
Эти оценки дают возможность пользователям составить представление о 

приближенном решении практической задачи по сравнению с точным решением. Обширная 
библиотека конечных элементов, в которой в том числе есть специальные конечные 
элементы (элемент трения, элемент проскальзывания, элемент податливости узла, элемент 
предварительного натяжения и др.), дает возможность составить компьютерные модели 
практически для всех объектов, встречающихся в инженерной практике, а реализация 
решения нелинейных задач позволяет проводить компьютерное моделирование процессов 
жизненного цикла: процесс нагружения, процесс возведения, процесс изменения НДС 
конструкции во времени и др. 

Максимальные погрешности по группам приведенных тестов и ссылки на выполненные 
тесты по каждой заявленной возможности приведены ниже в проекте приложения к 
свидетельству о верификации. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ К СВИДЕТЕЛЬСТВУ (ПРОЕКТ) 
ЛИРА-САПР – специализированный программный комплекс расчета напряженно-

деформированного состояния строительных конструкций на основе метода конечных элементов. 
Возможности комплекса, подтвержденные верификацией 

Виды расчетных схем: 
− стержневые системы плоские и пространственные (том 2: раздел 1, тесты 1-3, 12 на стр. 4-

11, 38; раздел 2, тесты 2-6 стр. 76-90; раздел 3, тесты 1, 5, 7, 9 стр. 92, 110, 115, 119; 
раздел 6, тесты 6-10 стр. 161-171; том 3: раздел 2, тест 2 стр. 18, раздел 3, тесты 1-2 
стр. 20-21, раздел 4, тесты 2, 6-8, 11-12 стр. 33, 51-61, 83-87); 

− пластинчатые системы плоские и пространственные (том 2: раздел 1, тесты 4-9,13-19 стр. 
14-30, 41-59; раздел 2, тест 1 стр. 74, раздел 3, тесты 2-6, 10 стр. 96-113, 121, раздел 6, 
тесты 6, 11 стр. 161, 173, раздел 8, тесты 1-9 стр. 184-217; том 3: раздел 1, тест 2 
стр.6, раздел 4, тест 3-7 стр. 40-58, тест 9-10 стр. 62-81); 

− мембраны (том 2: раздел 6, тест 12  стр. 176); 
− вантовые системы (том 2: раздел 6, тесты 1-5  стр. 150-159); 
− массивные конструкции, работающие в условиях пространственной задачи теории упругости 

(том 2: раздел 1, тесты 10-11, 20-21 стр. 35-38, 62-68); 
− произвольные комбинированные системы: конструкции с учетом податливых опор (в том 

числе односторонних), с учетом грунтового основания, рамно-связевые системы и др. (том 2: 
раздел 1, тесты 1-2, 12 стр. 4-9, 38, раздел 3, тест 10 стр. 121, раздел 5, тесты 1-6 стр. 
131-148; том 3: раздел 1, тест 1, 3  стр. 3, 14, раздел 2, тест 2 стр. 18, раздел 4, тест 1 
стр. 25). 

Граничные (краевые) условия: 
− задачи расчета НДС – заданные перемещения и кинематические связи групп узлов 

(том 2: раздел 1, тесты 2-3, 18 стр. 9-11, 56; том 3: раздел 1, тест 3 стр. 14). 

Нагрузки и воздействия: 
− силовые воздействия (том 2: раздел 1, тесты 1-21 стр. 4-68, раздел 2, тесты 1-6 стр. 74-

90, раздел 4, тесты 1-3 стр. 124-129, раздел 5, тесты 1-5 стр. 131-145, раздел 6, тесты 1-
12 стр. 150-176, раздел 8, тесты 1-9 стр. 184-217; том 3: раздел 1, тесты 1-2 стр. 3-6, 
раздел 2, тесты 1-2 стр. 16-18, раздел 3, тест 1 стр. 20, раздел 4, тесты 1-12 стр. 25-87); 

− деформационные воздействия (том 2: раздел 1, тесты 2-3 стр. 9-11; том 3: раздел 1, тест 
3, стр. 14); 

− температурные воздействия (том 2: раздел 5, тест 6 стр. 148); 
− преднапряжение (том 2: раздел 6, тест 5 стр. 159). 

Виды расчетов: 
− расчет на статические нагружения (том 2: раздел 1, тесты 1-21, стр. 4-68); 
− определение собственных частот и форм свободных колебаний (том 2: раздел 3, тесты 1 -6, 

стр. 92-113; том 3: раздел 3, тест 2 стр. 21); 
− расчет на вынужденные колебания (том 2: раздел 3, тесты 7-10, стр. 115-121); 
− линейная устойчивость (том 2: раздел 2, тесты 1-6, стр. 74-90; том 3: раздел 4, тесты 3-5 

стр. 40-50); 
− моделирование процесса возведения (том 3: раздел 2, тесты 1-2, стр. 16-18, раздел 4, 

тесты 1-2 стр. 25-33); 
− режим суперэлементов (том 3, раздел 1, тест 2, стр. 6). 

Нелинейные факторы: 
− конструктивная (односторонние связи) (том 2: раздел 5, тесты 1-6 стр. 131-148; том 3: 

раздел 4, тест. 8, стр. 59); 
− физическая (нелинейно упругая работа) (том 2: раздел 4, тесты 1-3 стр. 124-129; том 3: 

раздел 4, тест. 8, стр. 59); 
− геометрическая нелинейность (том 2: раздел 6, тесты 1-12 стр. 150-176; том 3: раздел 3, 

тест 1 стр. 20, раздел 4, тесты 6-7 стр. 51-58); 
− генетическая нелинейность (история возведения - нагружения) (том 3: раздел 2, тесты 1-2 

стр. 16-18; раздел 4, тесты 1-2 стр. 25-33). 

Набор конечных элементов (КЭ) прошедших верификацию: 
1. стержневые элементы (том 2: раздел 1, тесты 1-3, 12 на стр. 4-11, 38; раздел 2, тесты 2-6 

стр. 76-90, раздел 3, тесты 1, 5, 7, 9 стр. 92, 110, 115, 119):  
- ферменные – 2 или 3 степени свободы;  
- «плоские» изгибаемые – 3 степени свободы;  
- пространственные – 6 степеней свободы; 
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2. пластинчатые элементы (изотропные и ортотропные) (том 2: раздел 1, тесты 4-9,13-19 стр. 
14-30, 41-59; раздел 2, тест 1 на стр. 74, раздел 3, тесты 2-6, 10 стр. 96-113, 121, раздел 
8, тесты 1-9 стр. 184-217):  
- плоско-напряженного состояния (балка-стенка) – 2 степени свободы;  
- изгибаемые – 3 степени свободы (плита тонкая); 
- пологая оболочка – 5 степеней свободы (оболочка тонкая); 

3. объемные элементы – 3 степени свободы в узле (том 2: раздел 1, тесты 10-11, 20-21 стр. 
35-38, 62-68); 

4. специальный элемент податливой связи (том 2: раздел 1, тест 1 стр. 4, раздел 3, тест 8 
стр. 117); 

5. специальный элемент преднапряжения (форкопф) (том 2: раздел 6, тест 5 на стр. 159); 
6. специальный элемент податливой односторонней связи (том 2: раздел 3, тест 10 стр. 121, 

раздел 5, тесты 1-6 стр. 131-148); 
7. специальный элемент упругой связи с учетом предельных усилий (том 3: раздел 4, тест. 8, 

стр. 59); 
8. физически нелинейные конечные элементы типа 1-2, в том числе из биматериала 

(железобетон) (том 2: раздел 4, тесты 1-3 стр. 124-129; том 3: раздел 4, тест. 8, стр. 59); 
9. геометрически нелинейные конечные элементы типа 1-2 (том 2: раздел 6, тесты 1-12 стр. 

150-176; том 3: раздел 3, тест 1 стр. 20, раздел 4, тесты 6-7 стр. 51-58). 

Ограничения на вычислительные параметры решаемых задач. 
Размерность систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ), решаемых программным 

комплексом, ограничены доступной оперативной и дисковой памятью ЭВМ, разрядностью процессора 
и операционной системы. В расчетном процессоре ограничений на размерность задач в явном виде 
не задано. 

Тестовая задача на размерность и быстродействие с использованием суперэлементного 
подхода и без имеет такие параметры: 
количество суперэлементов – 816 
количество типов суперэлементов – 3 
общее количество неизвестных – 19421820 
количество неизвестных в одном суперэлементе – 51418 
время расчета (включая составления уравнений; решение, вычисления усилий и перемещений, 
построение изополей) составляет с применением суперэлементов 9 минут, без применения 
суперэлементов 61 минута. 

Характеристики процессора:  
Pentium Core i7 (8 ядер), частота 3.4 GHz, оперативная память 16 GB, жесткий диск SSD. 

Характеристика точности верификационных расчетов. 
Максимальные погрешности по группам приведенных тестов составили: 

Линейная статика - 3.9 % (85.5%) 
Устойчивость - 3.64% 
Спектральный динамический анализ - 7.9% 
Прямой динамический анализ - 8.92% 
Физическая нелинейность - 10.74% 
Конструктивная нелинейность (контактные задачи) - 15.16% 
Геометрическая нелинейность - 6.28% 
Геометрические характеристики сечений - 0.67% 
Патологические тесты - 43% 

Максимальные погрешности для стандартных тестов получены для таких типов задач, как 
спектральный динамический анализ, конструктивная и физическая нелинейности. Они не превышают 
16%, что говорит о хорошей обеспеченности результата. Более существенные отклонения (до 86% по 
напряжениям в нескольких задачах линейной статики, и до 43% по перемещениям в патологических 
тестах) были получены на достаточно грубых сетках. Так, например, в патологическом тесте 8.1 
погрешность по перемещениям 43% была получена на консольной балке-стенке с одним элементом 
по высоте сечения, но при разбиении на 4 элемента погрешность составляла уже 5.1%, т.е. при 
сгущении сетки наблюдается быстрая сходимость результатов. Максимальные погрешности на 
задачах линейной статики были получены по напряжениям в тестах 1.17, 1.20 и 1.21, что связано так 
же с недостаточно мелкой триангуляцией тех зон массива конструкции, где наблюдается резкое 
изменений напряжений. При этом погрешность по перемещениям в этих задачах составила не более 
6%, что свидетельствует о корректности решения задачи в целом. Для уточнения результатов по 
напряжениям достаточно сгустить сетку конечных элементов в зонах пикообразных изменений 
напряжений. 

Сведения о методиках расчета, реализованных в ПК ЛИРА-САПР. 
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В ПК ЛИРА-САПР реализован метод конечных элементов (МКЭ) в перемещениях. Решение 
систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) проводится прямым методом Гаусса. С целью 
минимизации профиля матрицы применяются следующие методы оптимизации: обратный алгоритм 
Катхилла–Макки, алгоритм «фактор деревьев», алгоритм минимальной степени. 

Для решения задач физической нелинейности (для стержней и оболочек) и геометрической 
нелинейности применяется шаговый метод (простой шаговый или с уточнением на каждом шаге). Для 
задач конструктивной нелинейности (односторонние связи) и физической нелинейности (для балок-
стенок и объемных элементов), в том числе для грунтовых массивов, применяется метод 
компенсирующих нагрузок. 

Собственные частоты и формы колебаний, а также критические значения нагрузки и формы 
потери устойчивости определяются из решения обобщенной проблемы собственных значений 
методом итераций подпространств. 

Сведения о базах данных, используемых в ПК ЛИРА-САПР. 
Имеются следующие базы данных: 

− редактируемая база данных физико-механических свойств бетона и арматуры для различных 
классов; 

− редактируемая база прокатных профилей стальных конструкций и марок/классов стали; 
− база параметров ветровых нагрузок для различных районов; 
− база параметров сейсмических нагрузок для различных районов. 

Сведения о наличии контекстных справок и инструкций. 
Имеется расширенная система контекстных поставок. Одновременно с выходом новой версии 

(ЛИРА-САПР 2011, ЛИРА-САПР 2012, ЛИРА-САПР 2013, ЛИРА-САПР 2014) выходит руководство 
пользователя. Теоретические основы ПК ЛИРА-САПР изложены в ряде публикаций (см. том I). 


